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a 作者 简介 


方 兆 本 ， 男 ，1945 年 生 ， 浙江 金 华人 ， 美 
国 Pittsburgh 大 学 统计 学 博士 ,教授 。1966 年 
毕业 于 中 国 科技 大 学 数学 系 , 后 任教 于 该 校 ,其 
间 于 1984 一 1987 赴 美 国 Pittsburgh 大 学 进修 ， 
1989 一 1990 赴 加 拿 大 British Columbia 大 学 
讲学 。 

主要 研究 方向 是 统计 数学 ， 可 靠 性 数学 及 
经 济 数学 。 著 书 《 非 参数 统计 》 《随机 过 程 》。 
目前 是 美国 当代 统计 索引 (CIS) 通讯 编 委 ， 中 
国 现场 统计 学 会 理事 ， 美国 IMS，ASA 会 员 。 


从 力学 、 物 理学 、 天 文学 直到 化 学 、 生 物 学 、 经 济 
学 与 工程 技术 , 无 不 用 到 数学 . 一 个 人 从 入 小 学 到 大 学 
毕业 的 十 六 年 中 , 有 十 三 四 年 有 数学 课 . 可 见 数学 之 重 
要 与 其 应 用 之 广泛 . 

但 提起 数学 ， 不 少 人 仍 觉 得 头痛 ， 难 以 入 门 ， 甚 至 
望 而 生 且 .我 以 为 要 克服 这 个 鸿沟 ， 还 是 有 可 能 的 . 近 
代数 学 难于 接触 ,原因 之 一 大 概 是 由 于 其 符号 、 语 言 与 
概念 陌生 , 兼 之 近代 数学 的 高 度 抽 象 与 概括 ,难于 了 解 
与 掌握 我 想 ， 如 果 知 道 讨论 的 对 象 的 具体 背景 ， 则 有 
可 能 掌握 其 实质 .显然 ， 一 个 非 数 学 专业 出 身 的 人 ， 要 
把 数学 专业 的 教科 书 都 自修 一 席 , 这 在 时 间 与 精力 上 都 
不 易 做 到 . 若 停留 在 初等 数学 水 平 上 , 哪怕 做 了 很 多 难 
题 ， 似 亦 不 会 有 助 于 对 近代 数学 的 了 解 . 这 就 促使 我 们 
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设想 出 一 套 “ 走 向 数学 ”小 丛书 ， 其 中 每 本 小 册子 尽量 
用 深入 浅 出 的 语言 来 讲述 数学 的 某 一 问题 或 方面 ,使 工 
程 技术 人 员 ， 非 数学 专业 的 大 学 生 ， 甚 至 具有 中 学 数学 
水 平 的 人 ， 亦 能 懂得 书 中 全 部 或 部 分 含义 与 内 容 . 这 对 
提高 我 国人 民 的 数学 修养 与 水 平 , 可 能 会 起 些 作 用 . 显 
然 , 要 将 一 门 数学 深入 浅 出 地 讲 出 来 , 决 非 易 事 . 首先 
要 对 这 门 数 学 有 深入 的 研究 与 透彻 的 了 解 ， 从 整体 上 
说 , 我 国 的 数学 水 平 还 不 高 , 能 否 较 好 地 完成 这 一 任务 
还 难说 . 但 我 了 解 很 多 数学 家 的 积极 性 很 高 , 他 们 愿意 
为 “走向 数学 ” 撰 稿 ， 这 很 值得 高 兴 与 欢迎 ， 

承蒙 国家 自然 科学 基金 委员 会 、 中 国 数学 会 数学 传 
播 委 员 会 与 湖南 教育 出 版 社 支持 ， 得 以 出 版 这 套 “ 走 向 
数学 ”从 书 ， 谨 致 以 感谢 . 


序 


序 的 另 一 层 含义 是 order 一 有 序 . 混沌 是 表象 的 无 序 、 内 在 
的 有 序 . 什么 是 混沌 ? 混沌 对 不 同 的 人 意味 着 不 同 的 事情 它 
是 科学 的 新 思维 、 新 前 沿 . 

混沌 是 对 初始 值 的 敏感 .是 拓扑 传递 性 以 及 周期 点 稠密 , 混 
沌 是 随机 性 . 混沌 是 面包 师 的 杰作 .混沌 中 有 奇异 吸引 子 ， 混 
沌 的 签名 是 分 形 . 混沌 是 周期 3， 混沌 是 正 Lyapunov 指数 ， 混 
沌 是 拓扑 粹 大 于 0. 混沌 是 信息 之 源 , 是 信息 的 膨胀 . 混沌 是 局 
部 的 不 稳定 和 整体 的 稳定 .混沌 是 简单 与 复杂 的 统一 ， 混 沌 仅 
存在 于 理念 之 中 ， 实 验 中 只 能 得 到 可 以 预料 的 复杂 性 ， 非 常 像 
混沌 而 无 法 确认 其 是 否 真 是 混沌 …… 

统计 学 、 尤 其 是 非 线性 时 间 序 列 是 与 动力 系统 理论 及 混沌 
科学 有 深刻 内 在 联系 的 . 概率 统计 是 研究 随机 现象 的 科学 ， 而 
混沌 则 呈现 了 随机 性 ， 这 使 概率 统计 方法 可 以 作为 分 析 混 沌 数 
据 的 有 力 工具 . 

统计 学 与 概率 论 的 方法 铺设 了 走出 混沌 的 路 和 桥 ， 深 入 地 
了 解 混沌 ， 才 能 走出 混沌 ， 走 向 数学 才能 走出 混沌. 

读 了 这 本 小 册子 之 后 ， 若 读者 能 对 上 述说 法 有 些 体会 那 就 
是 作者 的 最 大 愿望 . 

方 兆 本 中 
于 中 国 科技 大 学 
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人 感谢 国家 自然 科学 基金 对 本 书写 作 的 资助 . 
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第 一 章 ”偶然 导 必 然 


偶然 的 东西 是 必然 的 ， 必 然 性 本 身 规 定 自身 为 偶 . 
一 一 黑 格 尔 


偶然 与 必然 是 人 类 认识 现实 世界 的 一 个 永恒 的 话题 ， 有 人 
以 为 一 件 事 、 一 个 过 程 、 一 种 关系 不 是 偶然 的 便 是 必然 的 ， 非 
此 即 彼 . 各 门 学 科 所 研究 的 当然 是 带 有 普遍 性 的 规律 . 而 能 服 
从 普遍 规律 的 事情 是 必然 的 ， 人 们 还 把 他 所 不 能 理解 、 无 法 解 
释 的 现象 归 因 于 偶然 的 或 者 说 超自然 的 力量 ; 鬼使神差 1 在 本 
书 将 要 展开 的 关于 混沌 的 话题 里 读者 将 会 看 到 偶然 与 必然 有 机 
统一 的 有 趣 模式 . 


$1.1 从 撕 山 子 谈 起 


人 们 对 随机 现象 的 研究 已 有 了 400 多 年 的 历史 ， 在 一 门 叫 
。 1 。 


概率 统计 的 学 科 中 研究 者 们 正 是 力图 从 偶然 中 悟 出 必然 . 谈 概 
率 要 从 扔 从 子 说 起 ， 机 会 游戏 ,赌博 在 西方 叫 Gambling. 它 要 
人 靠 扔 货 子 碰 运 气 . 据 考古 学 的 发 现 最 早 的 一 颗 般 子 在 伊拉克 北 
部 出 土 ， 是 淡 黄 色 陶 器 制 成 的 立方 体 ， 锥 子 两 对 面 分 别 是 点 子 
2 和 3、4 和 5 及 6 和 1 时 间 约 在 公元 前 2000 多 年 . 虽然 早 在 
罗马 时 代 就 已 有 法 律 禁 赌 ， 但 数 于 年 来 却 屡禁不止 ， 在 数学 著 
作 中 讨论 赌博 的 最 早 例 子 要 算 1494 年 威尼斯 教士 Luca Pacci- 
olo 的 著作 中 给 出 点 数 问题 的 一 个 解法 ， 天 文学 家 伽利略 曾 在 
1642 年 证 明了 同时 撞 3 个 蜗 子 在 总 共 216 种 可 能 出 现 的 情况 
中 能 扔 出 和 为 10 点 仅 有 27 次 . 也 就 是 说 机 会 为 27/216 一 1/8. 
所 谓 点 数 问题 是 de Mere 向 Blaise Pascal 提出 的 . 设 一 个 赌 徒 
赌 在 8 次 扔 侦 子 中 掷 出 一 个 6 点 .前 3 次 他 都 失败 了 ， 赌 局 因 
故 中 断 . 试问 : 这 时 他 应 分 得 多 少 赌 注 ? 为 此 Pascal 与 Fermat 
书信 往来 研究 赌博 中 的 概率 问题 .什么 叫 概率 ， 历 史上 也 曾 争 
论 不 休 ， 一 种 观点 认为 它 是 不 确定 性 的 度量 ; 而 另 一 种 观点 则 
兴 为 它 是 人 们 对 菜 一 你 证 的 宇 伸 程度. 以 扔 角子 出 现 6 点 为 例 ， 
概率 为 二 . 依 前 者 这 填 6 是 干 百 次 扔 仙子 所 得 经 验 观察 的 总 结 , 即 


所 谓 统计 频率 ; 依 后 者 , 人 们 认为 角子 6 面 出 现 的 机 会 均等 , 二 
是 对 其 出 6 点 的 可 能 性 的 认识 ， 科 学 的 发 展 倒 不 必 等 待人 们 对 
某 一 定义 的 普遍 认同 ， 科 学 的 理论 甚至 有 时 是 建立 在 定义 得 并 
不 好 的 名 词 之 上 的 . 比如 , 人 们 对 力 和 加 速度 的 定义 不 甚 满意 ， 
但 卫星 仍 依 照 有 关 的 运动 理论 在 太空 飞行 ， 概 率 也 是 这 样 ， 尽 
管 其 定义 说 不 清 、 道 不 明 ， 但 概率 模型 和 统计 方法 仍 在 各 个 领 
域 找到 它 自身 的 位 置 和 价值 .本 书 要 讨论 的 混沌 遇 到 同样 的 麻 
烦 : 什么 是 混沌 ? 至 今 没有 普遍 认可 的 定义 或 者 说 其 定义 至 今 
还 是 处 于 混沌 之 中 ! 
2。 


回 到 最 简单 的 随机 游戏 ， 扔 一 次 山子 就 相当 于 作 一 次 随机 
试验 . 试验 的 结果 有 1 一 6 点 6 种 可 能 ， 它 们 组 成 样本 空间 . 样 
本 空间 中 的 点 组 成 事件 .比如 (2，4，6} 三 点 组 成 事件 “ 扔 出 
偶数 ” 而 定义 在 事件 所 组 成 的 集合 上 的 衡量 事件 出 现 可 能 性 大 
小 的 一 个 集合 函数 就 称 为 该 事件 的 概率 ， 概率 作为 集合 函数 其 
自 变 量 是 事件 ， 应 变量 是 0 和 1 之 间 的 一 个 实数 . 它 应 当 满 足 
一 定 的 公理 : 比如 不 可 能 事件 的 概率 为 0, 必然 发 生 的 事件 概率 
为 1 俗话 所 说 的 百分之百 的 可 能 ) 等 .本 世纪 30 年 代 ， 前 苏 
联 数学 家 Kolmogrov 建立 了 现代 概率 论 的 公理 化 体系 , 其 数学 
基础 是 测度 论 ， 测 度 概念 是 日 常生 活 中 长 度 、 面 积 、 体 积 概念 
的 自然 推广 ， 在 本 书 有 关 分 形 维 数 的 讨论 中 还 会 碰 到 测度 论 的 
方法 与 概念 ， 经 典 概率 的 计算 要 依赖 于 组 合计 数 ， 通 俗 而 言 是 
要 会 数 数 ， 把 总 的 随机 试验 的 结果 数 和 有 利于 事件 发 生 的 试验 
结果 数 数 清 楚 了 ， 它 们 的 比值 就 是 该 事件 的 概率 .例如 : 扔 骨 
子 出 现 偶数 的 概率 为 3/6 一 172. 

科学 的 惊人 成 就 在 于 能 对 未 来 将 要 发 生 的 事件 进行 预报 . 
天 文学 家 可 以 预报 日 蚀 的 准确 时 间 ， 概 率 论 之 所 以 越 来 越 受到 
重视 也 因为 它 能 在 大 量 试验 中 预报 出 某 一 现象 出 现 的 频数 ， 当 
然 ， 在 预报 之 前 我 们 应 该 先 有 一 个 像 行 星 运动 规律 那样 的 理论 
假定 .借助 于 概率 的 概念 来 描述 的 假设 称 为 是 统计 假设 ， 提 出 
假设 、 设 计 实验 、 收 集 数据 进行 分 析 整 理 来 检验 假设 、 依 据 检 
验 确认 的 假设 去 预测 未 来 ,预见 未 知 就 是 统计 学 家 的 工作 全 和 组. 
统计 学 家 Karl Pearson 在 1900 年 的 一 篇 文章 中 引用 了 Weldon 
扔 从 子 的 实例 , 他 把 12 粒 角 子 扔 了 26306 次 , 对 5 点 或 6 点 出 
现 的 情况 作 了 记录 列 在 表 1. 1 中 . 表 中 第 (1) 列 为 同一 次 扔 的 
12 粒 中 出 现 5 或 6 点 的 粒 数 ， 第 (4) 列 为 观察 频数 , 第 (3) 列 则 
为 假定 骨 子 是 公平 的 前 提 下 ( 即 各 点 出 现 的 概率 均 同 为 1/6) 所 

ss I. 


算出 的 相应 的 理论 频数 或 称 预报 ， 理 论 值 减 去 观察 值 的 差 列 在 
第 (2) 列 ， 首 先 ， 人 们 不 难看 到 理论 值 与 观察 值 相 差 不 大 ， 相 对 
误差 一 般 只 有 0. 01 一 0. 10. 且 有 某 种 一 致 性 . (3〉 列 理论 值 的 
计算 要 用 二 项 分 布 .车 作 一 次 试验 成 功 机 会 为 p 则 失败 的 可 能 
为 1 一 p= 二 gq; 独立 地 (这 又 是 统计 学 中 颇 费 口舌 才能 解释 清楚 的 
概念 ) 作 同 样 的 试验 就 构成 一 个 Bernoulli 试验 序列 .在 x 次 


Bernoulli 试验 中 成 功 & 次 概率 为 | " prg”*, 成 功 次 数 所 服从 的 


是 二 项 分 布 . 因 (p 十 g)" 的 二 项 式 展开 第 项 的 值 与 次 成 功 


的 概率 相同 而 得 名 .现在 出 现 5 点 或 6 点 的 概率 为 2/6 一 1/3， 


即 一 去 .于 是 12 粒 盎 子 有 2 粒 为 5 点 或 6 点 的 概率 为 


wae [El 


(2) (3) (4) (5) 
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而 在 26306 次 试验 中 的 近似 理论 频数 应 为 26306XP {12 粒 中 
有 2 粒 为 5 或 6 点 } 一 3345 次 ， 

细心 的 读者 还 会 发 现在 第 (2) 列 (3) 一 (4) 的 误差 值 中 呈现 
出 系统 的 偏差 ， 上 面 为 十 下 面 为 一 ， 一般 而 言 ， 十 、 一 误差 应 
无 规律 地 摊 合 旺 随 机 的 〈 又 一 个 不 易 说 清 的 概念 ) 状态 ， 一 串 
十 、 一 号 是 否 随机 的 检验 将 在 8$ 4. 1 讨论 . 但 是 现在 随机 性 无 处 
可 寻 、 原 因 何 在 ? 人 们 便 怀 疑 骨 子 公平 的 假设 是 否 真实 ， 依据 
12X26306 次 搓 骨 子 的 实际 观察 人 们 可 以 估 出 出 现 5 点 或 6 点 
的 概率 一 0. 3376986， 放 > 二 ， 依 方 可 以 算出 新 的 理论 频数 列 
第 (5) 列 ， 再 与 观察 频数 (4) 列 的 数据 比较 ，(5) 一 (4? 列 入 (6) 
列 ， 这 时 ， 可 以 发 现 不 仅 误差 减 小 了 、 而 且 十 、 一 相间 呈 无 规 
律 状 ， 随 机 性 更 强 了 . 正 是 这 样 人 们 通过 建立 近似 的 理论 模型 
来 更 好 地 描述 客观 现实 ， 从 偶然 中 探索 必然 规律 . 

读者 容易 找到 各 种 程度 的 概率 论 入门 书 去 了 解 概率 的 基本 
概念 ， 这 里 引入 一 些 最 必须 的 记号 和 概念 . 


定义 ”样本 空间 0 的 子 集合 4( 即 事件 ) 上 的 函数 己 若 满 
是 G)0 寺 P(A) 1; 
Gi) 已 (O) = 0, P(0) = 1(0 为 空 集 ); 
iii) 若 4 ，4:，… 为 一 串 互 不 相交 的 子 集 ， 则 
P( U4j= PA) 
称 之 为 概率 〈 或 概率 测度 )， 


二 ?中 局 表示 集合 的 并 , 代表 两 件 事 至 少 发 生 一 件 , 4, 互 不 
相交 则 表示 事件 不 同时 发 生 ，iii) 又 常 称 作 概率 的 可 加 性 . 


定义 ”随机 试验 结果 的 全 体 称 为 样本 空间 2， 样 本 空间 中 
5. 


的 集合 称 为 事件 ,可 以 定义 概率 的 事件 的 全 体 集 合 记 为 盈 ,(2， 
多 ，P) 称 为 概率 空间 〈 它 是 一 般 测度 空间 的 特例 ). 

《2, 多, P) 便 是 我 们 讨论 问题 的 出 发 点 . 为 了 能 比较 方便 
地 讨论 概率 ， 我 们 引入 随机 变量 的 概念 ， 随机 变量 是 指 其 取 值 
要 随机 会 而 变 的 那 种 变量 ， 如 果 w€ 0 为 试验 结果 则 取信 为 实 
数 的 变量 X(o) 为 随机 变量 . 而 和 X(w) 在 某 一 范围 取 值 则 代表 了 
角 中 的 一 个 事件 ， 例 如 ， 记 
1， 扔 币 出 正面 ; 
0， 扔 币 出 反面 ， 
则 { (ww) < 于 上 Xe = 0},{0 坪 X(w) < 0.9} 都 代表 了 同 


一 事件 {反面 向 上 }. 引入 随机 变量 之 后 对 偶然 事件 发 生 的 可 能 
性 的 描述 转化 为 对 随机 变量 的 分 布 的 研究 ， 出 现 正 、 反 面 机 会 
均等 就 是 X(w) 服从 两 点 分 布 , 其 PP{X 王 1) 一 户 和 P{ 和 一 0) 
= 1 一 户 一 9 ， 而且 p 一 9 一 方 . 研究 随机 变量 既 要 考查 它 取 值 
的 范围 ， 又 要 了 解 取 这 些 值 的 可 能 性 的 大 小 ， 这 两 点 的 综合 
描述 为 随机 变量 的 分 布 . 分 布 本 身 即 代表 偶然 现象 的 内 在 规律 
随机 变量 的 分 布 常 分 为 离散 的 与 连续 的 两 大 类 ， 后 者 又 有 绝对 
连续 与 奇异 之 分 ， 具 体 运算 中 更 为 方便 的 是 分 布 函数 ， 


X(w) = | 


定义 ”对 实数 z, 概率 P{X(w) 过 zx} 称 为 是 随机 变量 和 的 
” 暴 积 分 布 函数 . 记 为 (xz), 车 下 (zx) 的 导数 到 (zz) 存在 , 则 记 
为 1(z)〉 ， 并 称 为 是 X 的 密度 函数 . 


依 微 积分 基本 定理 有 : 
| 7 (zydz = F(z), 


对 相应 的 离散 情形 pi = P(X(Co) = 二 zx) 上 一 1，2，… 为 
X(w) 的 离散 分 布 ， 则 分 布 函数 满足 : 
F(z)= DD ps. 


CE 


直接 讨论 分 布 与 密度 仍 稍 嫌 繁 琐 ,又 引入 随机 变量 的 数字 特征 ， 
几 个 最 常用 的 量 为 均值 、 方 差 和 相关 系数 等 ， 


定义 ”随机 变量 的 全 部 取 值 依 可 能 性 大 小 作 加 权 平 均 称 为 
是 XX(w) 的 数学 期 望 (或 均值 ), 记 为 EX. 期 望 的 计算 关于 离 
散 和 连续 的 分 布 分 别 为 : 


EX = Dzipr, 
二 
EX 一 | zyrczdz 


随机 变量 关于 数学 期 望 的 平均 平方 偏差 称 作 方 装 , 记 为 VarX. 
VarX = E(X 一 EX)’. 


例如 ,对 前 面 碰 到 的 两 点 分 布 易 证 有 EX=p, VarX = pa. 
EX 叫 一 阶 矩 ，EX* (一 1，2，…) 称 为 阶 矩 . 方差 是 一 、 二 
阶 矩 的 函数 . 

当 遇 到 多 个 随机 变量 时 则 要 研究 它们 之 间 的 相互 关系 ， 最 
简单 的 相互 关系 是 互相 没有 关系 即 所 谓 独 立 性 ， 与 独立 相对 的 
概念 是 相关 .衡量 两 随机 变量 相互 间 线 性 关系 的 重要 数字 特征 
是 协 方差 :Cov (X,Y) 一 EXY 一 EX.EY. 其 无 量 纲 的 标准 化 即 
为 相关 系数 ， 

Cov(X,Y) 
VVarX « Vary 
当 XX 与 Y 独 立时, pC(X,Y) ==0, 即 基 、Y 不 相关 . 但 反 过 来 一 
. 7 。 


般 不 必 成 立 . 与 本 书 讨论 主题 有 关 的 一 个 量 称 为 极 大 相关 ， 这 
是 Renyi1959 年 研究 的 ， 记 为 cow， 其 定义 为 


py(X,Y) = ap OL f(X),g(Y)). 
函数 六 

当 Y = f(X), 且 ff) 为 非 线 性 函数 , 则 ov = 1. 但 是 
Cov(X,FCX)) 却 可 能 是 0, 这 表明 不 相关 所 刻画 的 是 没有 线性 
的 相关 关系 , 而 并 不 能 说 明和 与 了 之 间 没 有 非 线性 的 关联 常 
用 统计 方法 多 适用 于 线性 的 模型 ， 而 对 后 面 要 讨论 的 混沌 现象 
中 的 大 量 非 线性 迭代 函数 常 显得 贫乏 无 力 ， 

除 研 究 单个 事件 的 概率 外 ， 概 率 论 中 还 要 讨论 给 定 了 事件 
B 发 生 的 条 件 下 4 发 生 的 概率 称 作 是 条 件 概 率 , 记 为 PCA1B). 
条 件 概 率 满足 概率 的 许多 性 质 ， 其 计算 公式 为 


P(ANM BB) 
PC(B) 


当 P(ANMNMB) 二 P(A4).P(B) 或 P(41B) = PC4) 时 事件 4 和 
B 称 为 是 独立 的 . 并 可 将 此 概念 推展 到 多 个 事件 两 两 独立 以 及 


随机 变量 之 间 的 独立 性 ， 当 事件 B 分 划 成 不 交 事件 之 并 B 
时 ， 有 所 谓 全 概率 公式 

P(A) = 2)P(AIB)PB,), 
它 可 使 计算 简化 有 了 条 件 概率 便 可 定义 给 定 一 个 随机 变量 X 
时 另 一 随机 变量 的 条 件数 学 期 望 ， 记 作 ECY|X). 这 些 内 容 都 
已 无 法 一 一 展开 了 . 


借助 均值 和 方差 等 数字 特征 ， 人 们 能 以 一 定 的 概率 把 握 随 
机 变量 和 取 值 的 范围 .一 个 著名 的 不 等 式 可 以 表述 为 


P(A41B) = 


定理 1. 1.1 (Chebychev) ” 记 义 为 均值 为 1, 方差 为 0 
。 8. 


的 随机 变量 ， 则 对 任 给 的 e>0 都 有 
P(X— ul>e)<s. 
证 明 ”以 离散 型 随机 变量 为 例 ， 由 方差 的 定义 
02 一 Drs 一 pj) pe 


= 之 十 
kilzri— pl>e klzi— pl 
之 2) (ze 一 pp 
是 :| 24 一 天 之 e 


之 eP{|X 一 pI 之 ). 
连续 情形 把 和 式 改 为 积分 即 可 类 似 得 证 . 口 


Chebychev 不 等 式 虽 然 估 得 不 细 但 是 很 实用 . 


$1.2 正 态 分 布 


在 林林总总 的 概率 分 布 大 家 庭 中 最 具 中 心 位 置 的 是 正 态 分 
布 ， 在 离散 分 布 类 中 
在 某 些 方面 有 类 似 作 
用 的 要 数 Poisson 分 
布 . 本 节 对 它们 作 简 
略 介绍 正 态 分 布 常 


被 称 为 是 Gauss 分 -4 -3 -2-10 1 2 3 % 
布 ， 其 密度 呈 钟 形 曲 
线 , 如 图 1.1 所 示 两 头 图 1. 1 标准 正 态 曲线 


小 ， 中 间 大 . 其 曲线 


方程 为 
1 ep’ 
fz) 一 /zo 2o2 » 
其 中 zz 在 (一 co， oo) 上 变化 , p 代表 均值 ， 曲 线 关于 w 对 称 ， 
0 代表 方差 , a: 的 大 小 意味 着 钟 的 宽 狭 或 曲线 平坦 的 程度 . 当 z 
远离 y 时 f(zx) 很 快 地 趋 于 0. 当 jy 一 0, o?=1 时 , 以 了 为 密度 的 
随机 变量 X 称 为 是 服从 标准 正 态 分 布 的 ， 记 作 XX~N (0,1)， 
De Moivre 《1667 一 1754) 在 计算 赌博 获胜 概率 时 用 正 态 分 布 来 
近似 计算 二 项 概率 (文章 发 表 的 日 期 是 1733 年 11 月 12 日 ). 
Gauss 则 在 天 文 测量 误差 的 研究 中 发 现 了 它 . Galton 称 正 态 分 
布 为 “ 均 数 偏 移 律 ”和 “误差 频数 律 *， 并 惊叹 道 :“ 没 有 什么 
东西 能 象 宇宙 秩序 表示 为 误差 频数 律 这 一 美妙 形式 那样 令 人 印 
象 深刻 ” 如今, 多 少 人 对 混沌 现象 和 各 式 各 样 美妙 的 分 形 集 发 
出 了 同样 的 惊叹 . 
在 x 次 独立 的 扔 钱币 Bernoulli 试验 中 , 记 正 面 出 现 的 次 数 
为 下 ,六 服从 二 项 分 布 . 记 P(X =&) 为 56(&;n,P) ,并 记 标 准 正 
态 分 布 的 密度 函数 为 p(x) ,分布 函 数 为 B(x), 则 de Moivre 得 
到 了 


命题 1. 2.1 记 避 二 (一 np) 一 则 当 n>oo, hk->oo 
q 


vnp 
1 ， 
一 ”人 De 
及 时 ， 有 
1 
blk;n,p) ~ pT). 
vnpg 


证 明 在 普通 概率 论 教 本 中 不 难 找到 ,而 图 1. 2 则 提供 了 直观 
的 佐证 ， 其 中 PC(4) 一 也 hn, 喜 |- 


2 
。10。 


n=5 
3 
2 
1 
k 
0 12 34 5 
p(k) n=10 
3 
2 
1 
k 
0 5 10 
p(k) n =20 
3 
2 
1 
k 
0 5 10 15 20 
图 1.2 


正 态 分 布 有 许多 有 趣 的 性 质 : 比如 车 xz!，…，z, 分 别 服 从 
正 态 分 布 则 它们 的 任意 线性 组 合 仍然 服从 正 态 分 布 ， 而 且 反 过 
来 若 C(X，…，X,) 的 任何 线性 组 合 均 服 从 正 态 分 布 , 则 (X,， 
…，X,) 服从 多 维 的 正 态 分 布 ， 由 此 可 见 Gauss 分 布 与 线性 模 
型 之 闻 深 刻 的 内 在 联系 . 在 0 均值 , 单位 方差 的 连续 型 密度 中 正 


-lil* 


态 分 布 是 使 Boltzmann 炉 一 | frogf Cdr 达到 最 大 的 分 


布 密度 ， 正 态 分 布 随处 可 见 与 向 炳 高 方向 发 展 的 自然 规律 一 热 
力学 第 二 定律 不 谋 而 合 . 

有 些 事 件 ， 诸如 灾害 、 事 故 等 稀有 事件 ， 其 发 生 概 率 p 很 
小 但 np 却 可 能 趋 于 一 个 定 值 这 时 二 项 分 布 b(k,n,p) 概 率 的 
通 近 公式 就 不 是 命题 1. 2. 1 中 的 结果 而 是 参数 为 4 的 Poisson 
分 布 ， 其 概率 为 : 


py 
P(X=k)= pe", k=0,1,2,.* 


命题 1. 2.2 当 n 一 oo ，np 一 A 时， 
pi 
blk;n,p) ~ 下 。 
证 明 注意 到 
bmp) 一 | pg = |1— 2) 
;7 ,Pp) 一 0 pa = | nj): 
当 n 一 oo 由 微 积分 知识 知 5(0;n,p)》 ~ e .再 利用 6(k;n， 
PP)/65《k 一 1;n,p) 一 AR 和 归纳 法 即 可 得 所 欲 证 . 


Poisson 分 布 的 均值 x 二 1, 方差 o 一 4 而 且 各 阶 联合 半 不 变 
量 也 都 等 于 4 作者 在 1991 年 证 明了 满足 这 一 矩 性 质 的 非 负 整 
数值 随机 变量 一 定 是 Poisson 分 布 . Poisson 分 布 的 最 早 形式 也 
由 de Moivre 获得 ,而 命题 1. 2. 2 则 是 Poisson 在 1837 年 证 明 的 . 
1898 年 就 有 人 用 Poisson 分 布 来 拟 合 骑 兵团 队 中 不 幸 被 马 踢 伤 
致死 的 人 数 的 分 布 ,近年 更 有 人 把 球赛 中 的 射门 得 分 作 了 Pois- 
son 拟 合 ,这样 使 大 致 预测 球赛 的 结果 成 为 可 能 . 在 有 关 分 形 的 
相关 维 数 的 估计 中 人 们 也 用 到 了 Poisson 逼近 的 方法 . 
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$1.3 大 数 定律 与 中 心 极 限定 理 


和 扔 货 子 一 样 普遍 的 随机 试验 是 扔 钱币 ， 它 甚至 成 了 “ 随 
机 ”的 代名词 〈 在 $ 4. 1 将 会 看 到 混沌 向 扔 钱币 的 挑战 )， 正面 
向 上 还 是 反面 向 上 决定 了 足球 队 首 攻 的 方向 ， 人 们 借 此 询问 天 
意 ， 这 种 两 点 分 布 的 概率 模型 无 处 不 在 ， 比 如 下 雨 这 一 自然 现 
象 是 由 极 多 的 单个 雨滴 的 落下 这 种 大 量 的 随机 事件 所 构成 的 . 
如 果 从 下 第 一 滴 雨 开始 留心 相 邻 的 左右 两 块 面积 大 小 一 样 的 铺 
路 石 被 打 湿 的 情形 ,雨滴 的 行为 可 以 看 作 是 “随机 的 ” 依次 记 
录 下 每 滴水 落地 的 位 置 得 到 序列 ; 

LRLLRRRLRLRRLLLR-... 
( 工 代表 左 ,R 代表 右 ). 我 们 无 法 预知 下 一 滴 将 打 在 左边 还 是 右 
边 , 但 我 们 毫 不 怀疑 十 后 落 在 两 块 石 头 上 的 雨点 数 大 体 相 同 . 十 
其 计 的 设计 就 基于 这 种 确信 . 局 部 的 细节 的 不 可 预知 与 整体 的 
一 定数 量规 模 上 的 可 以 预知 、 可 以 把 担 构 成 了 偶然 与 必然 的 有 
机 统一 ， 研 究 这 类 规律 的 理论 叫 概率 论 的 极限 理论 ， 是 概率 论 
与 数理 统计 的 重要 基础 . 它 的 主要 成 果 体现 在 一 系列 的 大 数 定 
律 和 中 心 极限 定理 上 .在 大 量 的 随机 试验 中 ， 经 验 频率 接近 于 
理论 频率 这 一 规律 称 为 大 数 定律 .其 最 早 形式 由 Bernoulli 在 
1713 年 出 版 的 《推测 术 》 中 给 出 .依据 大 数 定律 ， 我 们 可 以 知 
道 在 前 10000 滴 雨水 中 会 有 约 一 半 落 在 左边 的 石 块 上 . 甚至 连 误 
差 的 大 小 都 可 以 用 概率 的 语言 加 以 描绘 ， 有 95 多 的 把 握 可 以 断 
言 左边 石 块 上 的 雨点 数 在 4900 至 5100 滴 之 间 . 这 类 大 数 定律 叫 
关于 概率 的 大 数 定律 ， 由 它 可 以 推出 关于 均值 的 大 数 定律 ， 记 
录 随 机 变量 X 的 = 次 试验 或 观察 值 X,,，…，X,， 则 其 算术 平均 
. 了 3 。 


闷 一 过 2 当 很 大 时 会 接近 X 的 共同 均值 EX. 设 X 中 取 
值 为 x 的 有 zm 个， & 一 1，2，…， 于 是 
驻 ， 一 二 (xX, 十 … 十 六,) 一 二 > mz;) 一 2») 


由 > p= PX = x) 


即 可 推出 
芭 , -> Dj xp 一 EX. 


关于 均值 的 大 数 定律 是 统计 估计 的 基础 . 若 引 入 事件 4 的 示 性 
函数 14 二 1， 当 A 发 生 ; =0， 当 4 不 发 生 ，14 也 是 随机 变量 ， 
由 E14 二 P(A4), 关于 均值 的 大 数 定律 列 含 着 关于 概率 的 大 数 
定律 . 

再 看 一 个 例子 : z 为 [0, 1] 区 间 上 的 一 个 实数 ， 其 2 进位 
小 数 展开 为 0. a1azas…. 为 使 展开 式 唯一 , 约定 z 的 小 数 表示 中 
无 穷 多 个 1 相继 排列 时 不 进位 到 有 限 位 ，x 既 可 以 看 成 从 [0， 
1j 区 间 上 随机 地 抽取 的 一 个 数 , 也 可 以 看 成 一 连 串 扔 币 随机 试 
验 的 结果 ， 以 a; 取 1 代 表 正 面 ,ai 取 0 代 表 反 面 ， 这 时 样本 空间 
人 2 为 区间 [0, 1], 多 是 [0, 1] 中 的 Borel 集 全 体 . 概率 了 为 
[0,1] 中 的 Lebesgue 测度 . 每 个 wa 还 可 看 成 是 zx 的 函数 au(z)， 
并 显然 有 

工 一 > 记 au(z)， 

若 > 的 前 x 位 二 进 小 数 为 TI ”9 Tn 即 ai(Z) 一 9 一 1,2， 
…,n， 则 


这 类 区 间 叫 ” 阶 二 值 区 间 , 由 全 体 前 位 二 进 小 数 为 z.…z, 的 
se 7 了 4。 


oo 


组 成 的 集合 其 测度 为 阶 二 值 区 间 的 长 度 去 一 .27 辫 ， 由 
ai(z) 服从 两 点 分 布 知 > )ai(z) 服从 二 项 分 布 Bayp)， 其 中 必 


一 去 . 有 了 这 些 准备 , 我 们 即 可 讨论 大 数 定律 的 两 个 特殊 形式 . 
所 陈述 的 内 容 都 是 在 某 种 意义 下 前 ” 位 二 进 小 数 中 约 有 一 半 是 
0， 一 半 是 1. 
定理 1. 3. 1 〈 弱 大 数 定律 ) 对 任 给 的 e>0， 
limP | | Dac) 一 |>:)= 0. 
证 明 上 式 的 直观 解释 为 当 ” 很 大 时 前 位 小 数 不 是 0，1 
各 半 的 概率 将 会 很 小 很 小 现 往 证 之 . 记 志 (z) = 2a,《zx) 一 1， 
则 Cz) 各 以 概率 十 取 值 士 1( 这 类 变换 的 手法 叫 中 心 化 ). 命题 
遂 等 价 于 对 S,(z) 一 Dr. 证 明 
im? [|>: 
因为 每 个 ;一 1 阶 二 值 区 间 都 分 成 两 个 ; 阶 二 信 区 间 , 且 ri(z) 在 
左 \ 右 两 区 间 各 取 值 一 1 和 十 1 ,所 以 对 所 有 r:(z) 有 
[rar =0, | mecmodz =1. 
又 容易 看 出 对 i<j<n 有 
[niandz = 0. 
也 即 ， x 为 不 相关 的 随机 变量 ， 于 是 
ES,(x) = 2D)Er(x) = 0, 


}=。 
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VarS,(X) = DVar( r(x)) = 


再 由 Chebychev 不 等 式 ， 当 n->00， 
P |>.)- P{lS,(x)| > ne 

VarS, (x) 1 
< n2e? | Ze 和 ~0. 0 


一 个 更 强 的 结果 是 


mn 2 0 


noo 


定理 1.3.2 (强大 数 定律 ) 记 为 集合 {z| 
0}, 则 PCN) = 1. 
证 明 由 Chebychev 不 等 式 的 推广 形式 有 
P{1S,(z)| 之 ne) 去 二 | Sse)dz. 


再 注意 到 
r(x) = 1, 
ri(r)ri(z) = 1, 
rz)ri(Z)re(z) 一 riCz)re(zr)， 


ri (rr;(r) = r(x)r (Cr), 
及 对 不 同 的 i，j, &，!/ 有 
[nn de = 0， 
则 容易 估计 出 
| Seenoaz 一 上 3n(z 1) Zan 


Pi 


所 以 


TS 
CD 


|>。 ‘|< 32 一 
nie 
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1 


疗 | 风 


Vn 


取 e6 二 .并 记 4 = | 于 |> 


3 
TS z 
于 是 >)PC4,) < oo. 作 为 收敛 级 数 的 尾部 ,对 任 给 的 。 > 0, 又 


有 PCA) <e. 记 NN 的 补 集 为 Ne. NC 含 在 集 UA 之 中 , 故 有 
PIN} SP{UYA4} < 2P(A) Se 
由 。 的 任意 性 知 | z 
P{N°} = 0， 
P{N} =1— P{N°}=1. D0 


如 果 Ne 为 可 数 集 则 其 测度 为 0, 但 这 里 的 Ne 却 并 非 可 数 
集 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 想 一 想 为 什么 ? 强大 数 定律 告诉 我 们 当 
很 大 之 后 对 [0, 1] 中 几乎 所 有 的 zx 其 前 位 二 进 小 数 中 都 有 
一 半 是 0, 一 半 是 1 这 也 是 著名 的 Borel 正则 数 定理 ，N 中 的 
z 就 称 为 正则 数 ，[0，1] 中 几乎 所 有 的 数 都 是 正则 数 ， 这 一 结 
果 是 Borel 在 1909 年 发 表 的 . 这 两 个 大 数 定律 的 证 明 尽 显 古 典 
大 数 定律 的 精华 . 条 件 不 多 但 结论 深刻 . 推 而 广 之 , Borel 正则 
数 定理 还 告诉 人 们 在 [0, 1] 中 的 几乎 所 有 的 十 进 制 小 数 0. zz 
…z,… 当 n 很 大 时 前 位 小 数 中 数码 0,1,…,9 将 大 约 各 占 二 
此 时 读者 该 不 会 对 这 一 结论 感到 惊奇 了 . 

强大 数 定律 和 弱 大 数 定律 是 因 其 不 同 的 收 化 模式 而 得 名 
的 . 以 X, 趋 于 0 为 例 , 强 收 化 即 以 概率 为 1 收敛 要 求 PllimX， 
一 0} 二 1; 弱 收敛 即 依 概率 收敛 要 求 P{IX,| 之 e} 一 0. 前 者 显 
然 强 于 后 者 ， 一 般 形式 的 大 数 定律 可 表述 为 
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定理 1.3.3 (Chebychev) 若 {X,) 为 一 串 独 立 随 机 变量 ， 
它们 共同 的 均值 & 和 方差 o 有 穷 , 则 闷 . 一 二 》)X, 依 概率 收 全 
到 pg. 


定理 1.3.4 (Kolmogorov 强大 数 定律 ) 若 {X,) 为 一 串 
独 逊 同 分 布 (以 后 记 为 2，i;，d) 的 随机 变量 序列 ， 则 蓄 , 以 概 
率 为 1 收敛 于 一 个 有 限 常 数 C 的 充分 必要 条 件 是 EIXi | 二 
和 EX1==C. 


定理 1.3.4 的 标准 证 法 要 利用 随机 变量 截 尾 的 技巧 和 
Kolmogrov 准则 : 若 {X;} 独立 ， 零 均值 ， 方差 有 穷 ， 又 对 某 
一 串 趋 于 无 穷 的 正常 数 {5,} 有 


EX,/b,’ < co， 
n=1 


则 有 PX/b, ~ 0. 
以 概率 为 1 成 立 . 对 方差 不 必 有 穷 的 一 般 随 机 变量 常 将 X; 截 屁 
为 
xz 人 当 |X,| <&; 
0， |X,| > 6,. 
记 =X — EX, 为 XX: 的 中 心 化 . 则 当 


PPX > 6b) 


数学 家 们 还 对 定理 的 条 件 作 了 各 种 可 能 的 推广 放宽 {X.} 独 
立 的 条 件 为 一 般 的 平稳 序列 和 团 序 列 ， 在 各 种 相依 条 件 下 也 有 
相应 的 结果 .每 年 与 极限 定理 有 关 的 概率 统计 学 术 论 文 不 下 数 
百 篇 ， 强 大 数 定律 还 是 § 2. 4 中 一 般 遍 历 性 定理 的 一 个 最 特殊 
的 情形 ， 在 关于 混沌 的 数学 定义 中 混合 性 的 概念 与 遍历 是 相通 
的 ， 在 这 个 意义 上 随机 性 与 混沌 现象 也 是 相通 的 .对 二 者 进行 
区 分 反而 成 了 统计 学 的 重要 课题 . 

大 数 定律 在 统计 估计 的 理论 中 举足轻重 ， 人们 知道 次 
Bernoulli 试验 的 平均 成 功 次 数 是 成 功 概率 的 一 个 很 不 错 的 估 
计 ， 而 衡量 估计 量 好 坏 的 重要 标准 是 相合 性 : 估计 量 以 某 种 方 
式 趋 近 于 被 估计 量 ， 而 大 数 定律 则 是 相合 概念 的 基础 ， 在 统计 
学 中 , 观察 数据 的 母体 的 分 布 (z) 是 未 知 的 ,大 量 的 分 析 建 立 
在 经 验 分 布 之 上 . 基于 随机 的 观察 样本 X,,…, X, 经 验 分 布 的 
定义 为 : 


F(x) 一 DL 
i=1 


也 即 样本 中 科 zx 的 样本 个 数 与 总 样本 数 的 比值 ， 而 Lou<z= 又 是 
两 点 分 布 ， 成 功 概 率 为 p = F(x). 于 是 大 数 定律 保证 了 F(x) 
将 以 某 种 方式 趋 于 (zx). 其 重要 性 不 言 而 喻 . 

极限 定理 的 另 一 主题 是 中 心 极限 定理 .其 要 和 旨 是 讲 一 些 实 
际 自然 现象 若 受 到 许多 相互 独立 的 随机 因素 的 影响 ， 且 每 个 因 
素 的 影响 都 很 小 时 ， 总 的 影响 可 以 看 作 是 服从 正 态 分 布 的 ， 中 
心 极限 定理 的 名 称 是 著名 数学 家 Polya 在 1920 年 起 的 , 以 强调 
这 类 定理 在 概率 论 和 数理 统计 中 的 “中 心 ” 作 用 .1935 年 左右 
经 过 de Moivre, Laplace, Levy, Feller，, Lyapunov, Lindeberg 
等 一 批 数 学 家 的 努力 ， 终 于 有 了 完满 的 结果 . 

考查 一 串 独立 的 随机 变量 序列 {XX,). 

。19 。 


设 EX 二 pVarX, = or 45 = ZX 称 为 苹 ,，… ,XX 的 部 
k=1 


分 和 ,= >low 是 X,,…,X, 方 差 的 和 ,把 5S, 标准 化 (使 其 均值 
为 0, 方 差 为 1) 为 
,一 DA 


Sn 


T, = 
则 有 


定理 1.3.5 在 上 述 记号 TiimP{T, 似 z) 二 B(x), 上 且 
lim max or/s ?一 0 的 充分 必要 条 件 为 Lindeberg 条 件 
lim 一 二 本 (XX 一 12》 一 0, 


其 中 Fi(zx) 为 X; 的 分 布 函数 ,7 为 任 给 的 正 实数 . 


中 心 极限 定理 的 证 明 方法 主要 有 特征 函数 的 方法 和 和 矩 的 方 
法 . 前 者 依赖 随机 变量 的 Fourier 变换 ; 后 者 利用 随机 变量 相应 
矩 的 收敛 而 导出 分 布 沙 数 的 收敛 ， 中 心 极限 定理 就 所 曾 明 的 内 
容 而 言 大 体 有 三 类 : 上 述 的 定理 1. 3. 5 主要 处 理 的 是 单个 序列 
的 部 分 和 在 标准 化 后 的 极限 分 布 ， 第 二 类 是 考虑 更 一 般 的 三 角 
阵列 (Xj : 7 一 1，2，…， 包 ，71 一 1，2，…} 所 考虑 的 是 和 .$， 
= > Xx 的 极限 分 布 ;第 三 类 应 属于 通 近 定理 . 它 研究 和 估计 部 
分 和 分 布 与 其 逼近 分 布 之 间 的 距离 ， 最 著名 的 是 Berry-Essen 
定理 .就 本 书 的 主题 而 言 ， 我 们 将 更 多 地 讨论 遍历 性 ， 仅 在 布 
朗 运 动 的 讨论 中 涉及 中 心 极限 定理 ， 本 章 的 命题 1. 2. 1 讨论 的 
是 局 部 极限 定理 ， 是 讲 允 近 正 态 分 布 的 密度 函数 的 ， 极 限 理论 
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内 容 浩 繁 ， 结 论 深刻 ， 是 概率 统计 的 重要 研究 领域 
$1.4 ”随机 游 动 与 反正 弦 律 


大 数 定律 建立 起 了 偶然 与 必然 之 间 的 桥梁 ， 人 们 满 有 把 握 
地 说 当 扎 钱币 的 次 数 足够 多 时 ， 将 有 近 一 半 是 正面 (如 果 钱 币 
是 均匀 的 ). 于 是 扔 钱币 也 成 为 公平 的 象征 ; 甚至 代表 上 帝 的 骨 
意 . 这 人 么 明显 的 赁 直观 即 普遍 乐意 接受 的 结论 似乎 并 不 需要 化 
很 大 的 力气 来 论证 一 番 ， 但 如 若 另 看 一 个 例子 ， 直 观 有 时 也 会 
引 人 误 入 歧途 : 甲乙 二 人 每 秒 钟 扔 一 次 钱币 进行 赌博 ， 胜 者 赢 
一 块 钱 . 某 甲 连续 玩 了 数 百 万 次 , 更 精确 地 说 是 362 天 15 小 时 
而 一 直 保 持 着 领先 权 ， 所谓 领先 是 指 累计 赢利 为 正 ， 这 件 事 的 
概率 有 多 大 呢 ? 微乎其微 吧 ! 不 然 ， 此 事 的 概率 为 0.05， 每 20 
人 中 就 有 一 个 象 某 甲 这 样 的 幸运 儿 ， 比 商场 购物 的 幸运 大 奖 的 
中 奖 率 要 高 出 百倍 ， 而 这 也 恰恰 是 一 个 正常 钱币 所 表现 出 来 的 
必然 的 规律 性 ， 请 看 论证 . 

记 每 次 掷 币 的 结果 为 随机 变量 X,，X.。 取 值 十 1, 概率 各 为 


卫 .S,= XX, 则 是 次 赌局 之 后 的 累积 赢利 S, 也 产生 于 质点 


从 原点 出 发 ,各 以 去 概率 向 左 或 向 右 移动 一 个 单位 距离 的 模型 
S, 代表 时 刻 质 点 所 处 的 位 置 ，{S,, wn 之 0} 为 一 对 称 的 随机 游 
动 ， 记 在 时 刻 2n 甲乙 玩 成 平局 的 概率 为 w。 则 容易 算出 

ww 二 P52w 二 0}) 二 了 (2x 次 独立 试验 中 成 功 n 次 } 
2n 二 (3 = 2n\ 1 

2 2 


n 927 * 
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引 理 ”沿用 上 述 记号 ， 则 
P{S, 天 0 一 20) 一 az 
证 明 由 P{S1 关 0,S, = 二 0} 十 P{S1 关 0,5; 隆 0) 二 1 知 
P{S1 关 0,Ss 关 0} 二 1 一 训 , 而 在 2x 时 首次 出 现 平 局 的 概率 
P{S1 关 0,Ss 关 0,… ,Sai 关 0,Sz = 0} 依 古 典 概率 计算 选票 
问题 的 结果 知 为 57 了， 于 是 由 
P(D) = P(S, 关 0,S: = 0) 十 P{Si 关 0,5S, 关 0} 
= P{S, 天 0,S: = 0) 
十 P{S; 关 0,Ss 关 0,5; 关 0,S, 关 0} 
十 P{S1 关 0,Ss 关 0,53 关 0,S4 二 0} 一 … 


知 P{S;0,i=1,%,2n)}=1— 》) us 
. Pa 


2k—1. 
而 由 归纳 法 不 难 证 明 w 一 1 一 》) 死生 


(注意 m 二 去 及 ww 的 递 推 关系 2nu。 一 (2 一 1)us1). 


记 对 称 随 机 游 动 在 2 时 曾 有 2k 个 时 间 单 位 为 正 ,2n 一 24 
个 时 间 单 位 为 负 这 一 事件 为 Ei. 并 记 已 CE. = P,i, 则 有 


定理 1.4.1 Pt = ud 
证 明 由 to 一 1， 由 一半 而 Po= Pi 一 羡 ， 故 当 nz 一 1 时 合 
题 成 立 . 
记 从 0 出 发 首次 回 到 0 的 时 刻 为 了 ，7 也 是 随机 变量 . 当 
有 十 X2 一 0 时 ， T 取 值 2. 由 全 概率 公式 
Ps = OP{E,.,lT = 2i}PIT 一 2 


+ P(E,..|T > 2n}P{T > 2n). 
» 22. 


由 于 从 正 、 负 两 侧 回 到 0 的 方式 有 对 称 性 ， 
P{E. ,人 = 2i} = LP.,. 


P{E,..|T > 2n} = —=. 
由 归纳 法 可 假定 对 所 有 m=<n, 有 Ps 一 zhttm ty 所 以 


P,。 = DP PT 二 27) 十 到 PT > 2n) 
一 BaP{T 二 2i} 十 3P{T > 2n)} 
到 _ 1 
一 去 忆 PtSos = OPIT 一 2 十 竟 P 休 > 27) 
一 到 已 PS。 一 0|I 了 一 2) 忆 (全 一 2 
十 讨 P{S, 关 0,…,Sw 关 0) 


=1 = 1, = 
一 2P {Sm 0} 十 PU" 一 tr 


再 由 正 与 负 的 对 称 性 知 已 ,= 已...=x. 对 0<<k<n 可 用 归纳 法 
及 类 似 的 条 件 化 手法 证 之 . 


一 个 随机 变量 取 值 2k 的 概率 为 wsu,-, 则 称 作 是 离散 的 反 
正弦 分 布 ， 定 理 1. 4. 1 表明 在 2 次 独立 扔 币 中 正面 出 现 级 次 
的 概率 服从 反正 弦 律 ， 取 "一 10， 算 出 
P20,0 = 0.1762 > Piolo = 0. 0606. 
可 见 一 边 倒 的 概率 为 势均力敌 概率 的 3 售 . 由 此 理解 中 日 围棋 擂 
台 赛 中 某 方 五 连 胜 就 不 足 为 奇 了 . 此 概率 分 布 的 概率 直方 图 形 
如 “U” 字 . 当 n 很 大 时 由 著名 的 Stirling 公式 al ~ V 玉 wn 字 6" 知 
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1 
x Ven— pk) 
借助 数学 分 析 中 黎 曼 和 向 定 积 分 的 收敛 有 


P28 ~ 


定理 1.4.2 对 固定 的 0 二 x 二 1，S, 处 于 正 的 时 间 与 总 时 
间 长 度 之 比 和 <a 的 概率 当 na 一 oo 时 趋 于 


1f° 2 . 
i| =- Zarcsin V 


反正 纺 律 因此 得 名 . 在 上 式 中 取 = 2 365 2 全 0， 006137, 则 


arcsin Va = 0.05, 这 就 解释 了 “好 运气 ”这 一 必然 规律 . 定义 
S$。 一 0. 在 黎 机 游 动 15,,n 宇 0} 中 如 果 有 使 St>>0 及 当 i<k 时 


SS 和 7> 时 So>S， 则 称 & 为 最 大 值 S; 所 处 的 位 置 . 当 对 
任何 宇 1 时 有 .5, 委 0, 称 0 为 最 大 值 的 位 置 .于 是 又 有 


定理 1.4.3 在 2” 次 随机 游 动 中 ,最 大 值 的 位 置 是 在 W 的 


概率 记 为 Pm, 则 当 M 天 0,Pw 一 于 x_ntaui 当 M=0, Po,=u2. 


这 称 为 第 二 反正 弦 律 ， 它 表明 最 大 值 位 置 在 两 端的 概率 要 
大 于 中 间 ， 要 么 一 路 顺风 ， 要 么 倒 竹 透顶 ， 本 世纪 七 、 八 十 年 
代 在 混沌 现象 的 研究 中 , 人 们 对 简单 logistic 迁 代 函数 了 (x) 一 
4z (1 一 z) 进行 了 透彻 的 研究 ， 发 现 此 映射 所 对 应 的 不 变 概率 
分 布 正 是 反正 弦 律 ， 简 而 言 之 , 若 允 是 [0，1] 区 间 上 的 随机 
变量 , 它 服从 反正 弦 律 则 (X) = 4X(1 一 X) 也 服从 反正 弦 律 . 
读者 不 难 自行 证 明 ， 也 可 在 $ 3. 1 中 找到 原由 . 
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第 二 章 “把握 随机 性 


随机 性 无 处 不 在 1 
一 一 Howell Tong 


Randomness is ubiguitous! 


随机 性 随处 可 见 . 概率 论 也 并 没有 停留 在 扔 钱币 和 组 合计 
数 的 古典 阶段 . 到 本 世纪 30 年 代 以 Markov 研究 马 氏 过 程 和 
Wiener 研究 布朗 运动 为 起 点 有 关 随 机 过 程 的 研究 莲 勃 发 展 , 随 
机 过 程 是 一 切 动态 的 随时 间 推 进 〈 也 可 以 是 空间 的 扩展 ) 而 变 
化 着 的 随机 现象 的 数学 抽象 ， 比如， 每 天 的 气温 、 分 子 受 碰撞 
后 运动 、 电 话 总 机 中 通话 次 数 、 生 物 群 体 的 盛衰 规律 、 证 券 市 
场 上 的 价格 指数 等 等 都 是 随机 过 程 的 实现 ， 本 章 仅 简略 介绍 这 
一 丰富 理论 中 与 混沌 研究 直接 有 关 的 遍历 性 , Markov 链 、 布 朗 
运动 以 及 时 间 序 列 等 概念 . 随机 过 程 及 其 统计 推断 这 一 充满 活 
力 、 应 用 广泛 的 数学 分 支 正 是 人 们 深刻 地 把 握 随 机 性 的 重要 工 
具 


»® I5. 


$ 2.1 随机 过 程 和 时 间 序 列 


随机 过 程 英 文 册 Stochastic Process 或 random process. 
stochastic 一 词 源 于 希腊 文 croXacrukos ， 本 意 是 “ 猜 ”， 但 可 绝 
不 是 随便 乱 猜 . 各 类 随机 过 程 的 研究 都 从 不 同 侧面 把 握 着 随机 
现象 的 规律 ， 先 给 出 


定义 “一族 随 机 变量 {X，:E7T} 就 是 随机 过 程 ， 其 中 了 
是 指标 集 ，: 为 参数 . 


t 一 般 代 表 时 间 ， 当 了 为 整数 集 时 X, 也 称 作 是 随机 序列 
7 一 R (实数 集 ) 时 就 是 连续 时 间 的 过 程 , X, 是 定义 在 某 个 概率 
空间 8 之 上 的 故 可 记 为 XCw), 取 定 随 机 试验 的 结果 wm， 
X(t,w) 就 是 一 条 样本 路 径 也 是 我 们 所 观察 的 现实 轨迹 . 若 固 
定时 刻 : 一 名 则 和 (yw) 为 一 通常 的 随机 变量 . 要 了 解 随机 过 程 
的 概率 性 质 就 要 了 解 它们 的 有 限 维 分 布 族 〈 这 是 分 布 函数 概念 
的 自然 推广 ). 对 中 的 任意 7 个 时 刻 t1，… ,及 实数 x1，…， 
zx 概率 

P{XGQ) SE xi = yen) = Pos X19 T,) 

便 是 有 限 维 分 布 族 .相应 的 数字 特征 为 均值 函数 m() = 
ELX(z)] 及 衡量 过 程 前 后 不 同时 刻 间 相互 依赖 程度 的 协 方差 
函数 (st = Cov(X(s) ,和 CD)). 


例 独立 同 分 布 的 随机 序列 为 最 简单 的 随机 过 程 . 
例 (Poisson 过 程 ) 一 个 整数 值 随 机 过 程 {N (2) ,之 0) 满 
。26 。 


ES 二 一 下 


[~ 


足下 述 三 个 条 件 就 称 作 强 度 为 A 的 Poisson 过 程 . (i) N(0) = 
0; (ii) NG) 有 独立 增 量 ; 《iii) 对 任何 上 >0，s*0. 增 量 
N(S 十 一 N(s) 服从 参数 为 站 的 Poisson 分 布 . 


例 (Brown 运动 ) 见 $ 2. 2. 

随机 过 程 可 按 其 性 质 进行 各 种 分 类 ， 其 中 重要 的 有 平稳 过 
程 , 独立 增 量 过 程 和 Markov 过 程 . 先 谈 过 程 的 平稳 性 , 如 果 两 
个 随机 变量 和 X、Y 的 分 布 相同 则 记 为 叉 二 Y. 类 似 可 定义 随机 向 
量 的 等 分 布 . 


定义 若 对 任意 的 二 , …, 和 ET 和 任意 的 时 间 间 隔 都 有 


可 
(XC 十 h),-, XE, 十 h)) =(X(t) ,X(t )) 
则 称 XG) 是 严格 平稳 的 . 


这 时 会 有 m(t) 二 m 和 7r(,s) 只 与 间隔 上 一 * 有 关 可 记 为 
r(r).r(0) 为 方差 , o(r) = r(r)/r(0) 称 为 自 相关 函数 . 仅 满足 
上 述 两 点 的 过 程 又 称 为 宽 平稳 过 程 。 在 通信 信号 过 程 中 大 量 地 
遇 到 这 类 过 程 ， 若 在 互 不 相交 区 间 上 的 增 量 是 相互 独立 的 ， 则 
过 程 又 称 作 是 独立 增 量 过 程 . Poisson 过 程 和 Brown 运动 都 是 
这 类 过 程 , 它 表 示 在 不 同 区 间 上 过 程 的 统计 性 质 是 互 不 相关 的 . 
随机 过 程 还 可 依 关 (z) 的 分 布 形式 而 分 类 定名 , 比如 Poisson 过 
程 ，Gauss 过 程 等 . 由 独立 序列 向 相依 情形 迈 一 小 步 即 可 引入 
Markov 链 的 概念 . 最 简单 的 离散 时 间 Markov 链 的 取 值 的 状态 
空间 为 (0，1，2，…}， 于 是 有 


定义 ”如 果 对 任 一 列 状态 io，…, i-1,i，,j 及 对 任何 nn, 随 
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机 过 程 {X,.,m” 0) 满足 Markov 性 质 
忆 {X = FIX, = i Xi = i Xo = io) 
= P{X,+1 = j|X, =i}， 

则 称 X。 为 一 离散 时 间 Markov 链 . 


Markov 性 质 的 概率 直观 是 给 定 了 当前 〈X.)， 未 来 与 过 去 
是 统计 上 独立 的 . 当 上 式 与 时 刻 ”无 关 时 又 称 X, 为 带 平稳 转 
移 概 率 的 Markov 链 . 其 一 步 转移 概率 记 为 P,. 以 P, 为 元 素 的 
无 穷 维 随机 和 矩阵 [P;j 记 作 P， 初 始 分 布 P; = PCX。 一 让 及 书 . 
完全 刻画 了 一 个 Markov 链 的 演化 过 程 ， 


例 直线 上 的 非 对 称 随机 游 动 就 是 以 P 为 转移 概率 矩阵 
的 Markov 链 ， 其 中 
0 p 0 0 
p= q 0 pp 0 
0g 0 
为 了 研究 Markov 链 , 人 们 引进 了 一 系列 的 概念 ;如 从 状态 
i 出 发 能 够 在 某 ” 步 到 达 j 则 称 i 可 达 j; 互 相 可 达 称 为 互 达 ; 若 
一 个 Markov 链 的 各 个 状态 都 互 达 就 称 这 个 链 是 不 可 约 的 ， 又 
使 n 步 转移 概率 P88? (为 矩阵 Pn 次 竹 的 第 i 个 对 角 元 素 ) 大 于 
0 的 所 有 的 最 大 公约 数 为 1， 则 状态 i 称 为 是 非 周 期 的 ; 如 果 
从 状态 i 出 发 最 终 以 概率 1 能 返回 状态 i， 则 称 i 是 常 返 的 ; 且 
当 从 状态 i 出 发 平均 返回 状态 i 的 时 间 为 有 限时 ,状态 i 又 称 为 . 
是 正常 返 的 ,一 个 正常 返 ， 非 周期 的 状态 称 为 是 遍历 的 
(ergodic)， 一 个 与 本 书 议题 有 关 的 重要 命题 是 
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定理 2.1.1 对 Markov 链 的 遍历 状态 有 

G) PP 一 坟 ， 其 中 是 平均 常 返 时 间 ， 

(ii) 车 j 可 达 i 亦 有 !limP? 一 2 一 

(iii) 若 一 个 不 可 约 Markov 岂 生 所 有 状态 者 是 历 的 ， 则 
辫 一 为 一 平稳 分 布 ， 它 满足 Dx 一 1, 一 DP ; 

(iv) 车 不 可 约 Markov 链 存 在 一 个 平稳 分 布 则 这 个 
Markov 链 的 所 有 状态 都 是 遍历 是 ” 步 转移 概率 的 极限 分 布 就 
是 此 平稳 分 布 . 也 即 


] (n) -一 
2 = 


定理 的 证 明 在 一 般 随机 过 程 的 教 本 中 不 难 找 到 ， 其 要 点 是 
基于 著名 的 Chapman-Kolmogrov 方程 PY 一 27P ?Pj 做 
无 穷 小 分 析 . 借助 定理 可 以 解 方 程 w = DPs 来 求 出 极限 分 
布 {xz}， 有 趣 的 是 若 Markov 链 以 这 个 平稳 分 布 作为 初始 分 布 
《 即 忆 {X= 让 ==x:)， 则 Markov 链 在 各 时 刻 的 分 布 都 是 不 变 
的 ! 而 且 都 等 于 {x;}. 将 定理 中 的 结论 稍 加 分 析 ， 还 可 以 看 到 
过 程 经 过 一 段 时 间 的 演化 后 ， 将 处 于 状态 i 的 概率 与 过 程 在 时 
间 长 河中 ,访问 状态 i 的 次 数 与 总 转移 步 数 之 比 是 一 样 的 . 也 就 
是 说 关于 时 间 的 平均 与 关于 状态 相位 的 统计 平均 是 一 致 的 ， 这 
便 是 遍历 性 理论 的 重要 内 涵 . 记 了 , 一 14x.-1, 则 荆 >\7, 代表 在 
m 步 过程 的 转移 中 访问 i 的 平均 次 数 . 设 初 始 状 态 为 ,=j, 则 
这 一 平均 数 的 条 件 期 望 为 
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E[EDDIX, j= 二 P(X, 一 让 Xe 一 用 
= EPpy 
当 mw>co， 由 算术 平均 与 非 负 序列 本 身 有 相同 的 极限 知 


lim L153pyp = limP¥ = Xi. 定理 也 国 其 重要 性 而 称 为 


mr 二 oo n=D0 


Markov 链 的 基本 极限 定理 . 

下 面 再 谈 谈 时 间 序 列 . 

随机 过 程 X() 中 的 参数 : 一 般 看 作 时 间 , 人 们 对 在 一 定时 
间 间 隔 所 得 的 观察 进行 研究 ， 不 失 一 般 性 又 可 取 时 间 为 单位 区 
间 则 : 属 整数 集 Z. 


定义 “一族 实 值 随机 变量 {X,xE 2Z} 称 为 是 一 个 时 间 序 列 . 


若 X, 的 统计 性 质 有 时间 齐 性 , 则 如 定义 过 程 平稳 性 一 样 可 
定义 平稳 时 间 序 列 ， 这 时 p(k) 称 为 X, 的 自 相关 浮 数 ， 记 作 
ACF. 基于 ACF 对 时 间 序 列 进行 统计 分 析 称 为 时 间 域 的 分 析 ， 
ACEF 的 形状 和 截断 点 可 提示 建 模 的 类 型 及 定 阶 , 另 一 领域 为 频 
率 域 ， 它 通过 对 po(r) 的 Fourier 变换 获得 谱 密度 f(w). w 为 序 
列 变化 的 频率 ,在 不 同 频率 上 对 时 间 序 列 的 变 差 有 不 同 的 贡献 . 
这 种 贡献 可 由 谱 密 度 刻画 。 时 间 和 频率 两 域 都 含有 序列 的 大 量 
信息 ,分 析 时 间 序 列 一 般 要 经 过 数据 采集 、 初 步 处 理 、 建 立 模 
型 、 模 型 辨识 、 模 型 参数 估计 、 模 型 诊断 和 预测 这 样 几 个 步骤 . 
最 粗略 的 模型 是 将 序列 分 解 为 四 部 分 :7T 代表 趋势 ,S 代表 季节 
效应 , RK 代表 误差 ,C 为 未 知 的 隐 含 周期 . 于 是 当 在 各 部 分 可 加 
时 有 
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X=T+C+S+R. 

目前 已 有 各 种 技术 来 分 解 出 了 与 S$， 也 可 用 周期 图 和 谱 分 析 方 
法 来 发 现 C. 简 而 言 之 ,时 间 序 列 分 析 是 把 观察 数据 中 的 确定 性 
部 分 与 随机 误差 部 分 分 离 ， 并 对 满足 宽 平 稳 条 件 的 序列 建立 起 
线性 的 (或 者 可 以 化 为 线性 的 ) 模 型 . 如 图 2. 1 所 示 :a) 为 原始 数 
据 ,b ) 为 剩余 部 分 . 

例 “〈 白 噪声 ) 一 串 独 立 同 分 布 的 随机 变量 e, Ee 一 0,Vars, 
一 2， 称 为 白 噪 声 序列 . 特别 当 s 一 N (0, o2) 称 为 是 Gauss 白 
噪声 . 于 是 po (0) ==1, p (&) =0, 4 一 1，2，…， 又 由 公式 f(w) 


一 二 [1 十 2 27PC)cosot | 算出 /wo) = 二. 当中 E [0,z], 为 


622 


图 2.1 (a) 


了 37。 


图 2.2 
[0,xj 上 的 均匀 分 布 如 图 2. 2. 


=。 了 32。 


在 第 三 章 中 ， 由 简单 非 线 函数 迁 代 所 产生 的 混沌 现象 与 随 
机 的 白 噪声 序列 ， 在 表面 很 难 用 现 有 的 线性 统计 模型 的 分 析 方 
法 加 以 区 别 . 区 分 二 者 是 对 当代 统计 方法 的 挑战 . 

Yule 在 1927 年 研究 太阳 黑子 数据 时 已 用 到 了 自 回 归 模 
型 ， 到 本 世纪 30 年 代 Birkhoff 的 遍历 性 定理 及 40 年 代 Wold 
关于 平稳 时 间 序 列 的 非 确定 性 部 分 ， 都 可 以 用 滑动 平均 模型 来 
表示 的 结果 铺 平 了 通 向 近代 时 间 序 列 分 析 的 道路 . 之 后 ， 基 于 
白 噪声 的 滑动 平均 和 借用 统计 中 的 回归 的 思想 , Box 和 Jenkins 
发 展 了 自 回 归 滑 动 平均 混合 模型 的 时 间 域 研究 ， 为 了 使 数据 平 
滑 可 先进 行 差分 YX, = XX, 一 和 ,再 对 YX 序列 建 模 , 


例 (ARIMA) 一 个 时 间 序 列 X, 称 为 是 服从 ARIMA 

(p，d，9) 模型 的 ， 若 V“X, 满足 
$B)Y’X, = 0(B)e,, 

其 中 已 为 后 移 算 子 ，BY,=Y-，V< 一 YY…VY， & 为 白 噪 声 ， 
$B) = 1—#B…—$B*, 0 (B) =1 一 0.8… 一 OB，p 为 自 回 
归 阶 数 ，gq 为 滑动 平均 的 阶 . 

由 于 混沌 与 分 形 的 发 展 ，d 非 整数 的 情形 也 已 引起 了 人 们 
的 兴趣 . 它 提供 了 非 线性 建 模 的 途径 . 作为 本 例 的 特例 ARIMA 
(1，0,，0) 又 记 作 AR (1) 为 一 阶 自 回归 模型 XX, 二 和 XX 十 6， 
它 与 带 噪声 的 兴 代 模型 ”X, = /(X,_,) 十 6 的 区 别 仅 在 于 了 是 
非 线性 的 . 

在 实际 中 大 量 应 用 的 是 带 Gauss 白 噪 声 的 线性 的 平稳 时 
间 序 列 模型 , 它 的 基本 条 件 是 : (1) 自 回 归 生 成 函数 4(z) = z? 


一 Ds ;和 滑动 平均 生成 函数 B(z) = Da ! (6 = 1) 


的 根 全 在 单位 国内 ， (2) {&} 是 独立 同 分 布 N (0，c3). 
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记 


加 2 -一 和 | es ‘ew, 


-xr|A(e™™) 


则 有 


定理 2. 1. 2 若 时 间 序 享 列 {(Xm0) 满 足 Xo 一 NOCpxG)， 
则 
(1) 多 ， 一 2 bX 十 办 十 + > j 一 十 € 是 平稳 的 ; (11) 对 


任何 整数 二 ，…，&，(X,，…， “X,) 服从 多 维 正 态 分 布 ; Gii) 
X, 可 表 为 X, == px 十 Dee 让 其 中 Bo 一 1， Da (iv) 序 
列 有 可 逆 性 ，& 可 以 有 关于 X,，s<t 的 线性 表示 . 


这 样 的 序列 {X,} 在 时 间 域 是 完全 可 以 由 mx 及 自 相 关 函 数 
P(r) 所 确定 ， 从 频率 域 看 ， 则 由 px 及 谱 密 度 f(w) = 


甘 | Be “| 所 完全 确定 ,fw) 还 是 连续 的 可 积 函数 ， 上 太 


定理 还 揭示 了 线性 时 间 序 字 列 模型 与 Gauss 分 布 的 内 在 联系 ， 读 
者 还 应 了 解 到 ARMA 模型 并 非 是 一 些 零 零碎 碎 的 针对 特殊 情 
况 的 模型 . 由 于 它 的 谱 密度 有 e “的 有 理 函 数 的 形式 , 有 理 函 数 
在 连续 可 积 函 数 类 中 足够 广泛 以 及 考虑 到 谱 密度 含有 序列 的 大 
量 信 息 , 人们 可 以 信赖 ARMA 模型 的 广泛 性 和 普 适 性 . 有 了 模 
型 ,统计 学 家 要 做 的 事 是 估计 有 限 的 参数 p，g 及 #，9，( 或 
b;)， 而 这 些 也 是 面 对 混 沌 现象 统计 学 家 对 非 线 性 迭代 骨架 X, 
二 A(X.-1) 所 要 做 的 ， 不 同 的 对 象 ， 类 似 的 问题 ! 

可 逆 性 并 不 总 是 存在 的 ,更 有 甚 者 ，1990 年 在 英国 皇家 统 
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计 学 会 组 织 的 有 关机 会 与 混沌 〈Chance or Chaos) 的 专题 讨论 
会 上 ，90 高 龄 的 统计 学 家 Bartlelt 指出 时 光 倒 置 可 以 建立 起 确 
定 的 混沌 模型 与 随机 模型 之 间 的 联系 .一 个 有 趣 的 例证 是 


例 考虑 AR (1) 模型 X, 一 Xe 十 ez 一 1,2,…, 其 中 


和 一 0[0,1],[0,1] 上 的 均匀 分 布 ,s 为 两 点 分 布 取 值 0 和 六 的 


概率 各 为 了 . 如 果 将 时 光 倒置 则 这 一 自 回 归 模 型 完全 等 价 于 一 
个 确定 性 的 非 线性 模型 :Bernoulli Shift, 伯 努 利 位 移 . X ,= 
2X,(mod 1),t 二 0, 一 1, 一 2,…, 此 映射 在 混沌 文献 中 讨论 其 
多 , 它 是 确定 的 但 有 丰富 的 随机 性 , 其 不 变 分 布 为 U [0, 1], 并 
且 关于 此 不 变 分 布 是 遍历 的 

出 现 这 一 现象 是 由 于 AR (1) 模型 的 映射 是 1 一 2 的 ,又 由 
于 X 是 均匀 分 布 使 两 分 支 有 相等 的 概率 ， 而 在 位 移 映射 中 两 
个 不 同 的 值 可 映 到 同一 点 上 :比如 0.7 和 0.2 在 2X, Cmod 1) 下 
都 得 到 X,-, 一 0.4. 在 第 四 章 我 们 还 将 看 到 著名 的 Logistic 映射 
与 非 线性 时 间 序列 模型 在 时 光 倒置 下 联系 起 来 了 ， 本 例 也 体现 
了 随机 性 和 确定 性 在 这 特定 模式 中 的 有 机 统一 , 回首 望 过 去 , 历 
史 轨 迹 ， 条 条 清晰 . 向 前 看 未 来 ， 充 满 了 未 知 和 不 确定 性 . 


§ 2. 2 布朗 运动 


早 在 1827 年 ， 英 国 植物 学 家 Brown 在 观察 苍 浮 在 液体 中 

的 微小 粒子 所 做 的 不 规律 运动 时 就 发 现 了 Brown 运动 . 它 的 近 

代 研 究 则 是 由 爱 因 斯 坦 和 Wiener 完成 的 ， 近 年 来 Brown 运动 
. 35. 


更 作为 随机 过 程 的 重要 基础 分 支 而 倍 受 重视 . 它 与 位 势 理 论 、 随 
机 积分 、 统 计 中 的 不 变性 原理 乃至 本 书 要 讨论 的 分 形 、 自 相似 
都 有 联系 ， 典 型 的 布朗 运动 路 径 如 图 2. 3. 


2.3 
仍 考虑 直线 上 的 随机 游 动 模型 ， 假 定 过 程 在 At 时 间 单位 、 
每 次 以 步 长 A 向 左 或 向 右 移动 的 概率 各 为 去, 以 X(t) 记 粒子 
在 时 刻 :所 处 的 位 置 ， 则 
和 (CD 一 Az YX,, 


。 了 336。 


其 中 和 为 1i.d 的 两 点 分 布 取 士 1 的 概率 各 为 于 . N 一 [ 翅 ]， 
[zx] 为 z+ 的 整数 部 分 . 显 见 有 EX() 一 0,VarX(t) = (Az)2N， 
若 令 当 Ar 一 0,At 一 0 时 有 (Azr)? ~ cAt， 则 有 VarX (t) 一 
ct， 上述 随机 游 动 模型 在 间 隐 和 步 长 以 上 述 量 阶 缩 小 的 极限 过 
程 所 得 到 的 就 是 布朗 运动 . | 


定义 ”随机 过 程 X(GD) ( 0) 如 果 满 足 : (i)XC0) = 0; 
Gi)X (2) 的 增 量 是 平稳 与 独立 的 ;Gi) 对 上 > 0,X(D) 服从 正 态 
分 布 N(0,c2t), 则 称 为 是 布朗 运动 ,c 为 1 时 又 叫 标准 的 布朗 运 
动 . 


回头 再 看 随机 游 动 模型 , 由 于 X(z) 是 ii.d 随机 变量 已 的 
和 , 故 知 其 增 量 的 独立 性 和 平稳 性 ,X(0) = 0 是 约定 ,由 中 心 极 
限 定理 知 其 极限 为 V(0,c2) 随机 变量 . 因而 是 布朗 运动 . 记 给 
定 X(0) = 0, 过 程 在 上 单位 时 间 后 处 于 位 置 z 的 条 件 概率 密度 
为 plx,t), 则 有 


定理 2.2.1 p(xz,it) 为 扩散 方程 
op rst) D LPLz3D) 
a az2 


的 解 , 其 中 万 为 扩散 系数 , 它 与 温度 、 摩 氛 系 数 及 Avogadro 党 
数 有 关 ， 为 方便 计 ， 常 取 万 一 亏 . 
证明 由 标准 Brown 运动 的 定义 


1 1  ? 
exp | 一 377 |), 
直接 对 p(x,t) 求 偏 导数 , 即 可 以 验证 pCzx,z) 为 扩散 方程 的 解 . 


ee。 37。 


plx ,1) 一 


另 一 证 明 方 法 是 仍 从 随机 游 动 模型 出 发 . 记 
P(X(n) = k) = p(n), 
则 由 全 概率 公式 
za 十 1) 
一 P(OXCO 十 1) 一 有 &lIXC) = P(X) 一 上 十 1) 
十 P(X(n 二 1) = kX) = km PX) 一 大 一 1) 
一 prriln) 十 去 Pr-1Cn)， 
于 是 
prln + 1) — prln) = [pr Cn) 一 2p:n) + pr-1 bm). 


左边 是 关于 时 间 的 一 阶 差分 ， 右 边 是 关于 位 置 的 二 阶 差分 ， 取 
游 动 的 时 间 闻 隔 为 At, 步 长 为 Ar, 令 At>0 时 At~ (Az):, 并 
令 有 ->oco， no 时， &A4Az 一 7，74Al 一 上 ， 则 上 述 差分 方程 趋 于 偏 
微分 方程 . 由 随机 游 动 模 型 当 At~ (Ax)? 时 趋 于 Brown 运动 知 
结论 为 真 ， 


这 一 证 明 思 路 是 属于 物理 学 家 爱 因 斯 坦 的 . 布朗 运动 有 许 
多 重要 而 有 趣 的 性 质 ， 尽 管 粒 子 在 瞬间 的 动向 捉摸 不 定 ， 但 人 
们 却 可 以 从 整体 上 把 握 它 的 运行 规律 . 


性 质 1 布朗 运动 和 (2) 的 样本 路 径 是 处 处 连续 的 , 但 其 导 
数 却 几 乎 处 处 不 存在 . 连续 性 是 显然 的 ， 不 可 微 性 的 物理 意义 
是 粒子 在 每 一 瞬间 都 可 能 受到 介质 中 分 子 的 碰撞 ， 其 运动 方向 
是 任意 的 ， 速 度 为 无 穷 ， 这 还 可 由 下 面 的 论证 看 出 : 
记 AXG) = Xt A) — XG ,AXG) ~ NGCOAD)， 
对 任何 大 M， 当 At 一 0 时 ， 
。 38。 


ml 


AX(t) AX(t) 
= BMYAAM) — LB— MYVA)— 0. 
这 正 表 明 Brown 运动 在 上 的 导数 有 限 的 概率 趋 于 0. 


性 质 2 记 m(*) 为 Lesbegue 测度 ,并 记 W= Tm{slX(s) 
>>0,0 之 s 之 t} 为 [0, t] 时 间 区 间 中 过 程 处 于 大 于 0 状态 的 
时 间 比 例 ， 则 有 

P{W<Zz}= Zsin”! Vx, 0<zr<l. 
基于 对 定理 1. 4. 2 和 随机 游 动 与 布朗 运动 关系 的 理解 ， 这 个 结 
果 是 自然 的 . 


性 质 3 自 相似 性 与 分 形 结构 。 曾 在 1967 年 以 “英国 海岸 


” 线 有 多 长 ?” 一 文才 惊 学 术 界 的 科学 家 Mantalbort 是 分 形 与 混 


沌 科学 的 创始 人 之 一 . 他 曾 说 过 :“ 布 朗 运 动 的 轨迹 是 大 自然 本 
身 描绘 的 曲线 ”实际 上 d 之 2 维 空间 的 布朗 运动 其 值 域 集合 的 
分 形 维 数 均 为 2， 当 人 们 改变 对 布朗 运动 观察 采样 的 时 间 间 隔 ， 
所 得 的 路 径 都 有 相同 程度 的 复杂 性 ， 其 形状 在 统计 意义 上 是 自 
相似 的 ， 并 有 分 形 的 特性 这 种 自 相似 性 可 表述 为 . 


定义 ”一 个 随机 过 程 满足 YCcz) 二 C2Y(i) , 则 称 Z(z) 为 有 
自 相似 系数 瑟 的 过 程 ， 


布朗 运动 X(t) ~ N(0,t), 上 故 XCi) ~ N(0,ct)， 而 
VcXU)~N(0,(V eC )2) 二 N(0,ct), 故 有 XX() 的 自 相 似 系 
. 39. 


数 为 元 . 

布朗 运动 还 有 一 些 变 种 也 都 十 分 有 用 . 若 X() 为 标准 布朗 
运动 , 则 YC() = |XQ)| 称 作 反 射 布朗 运动 ;Y (2) = exp{X(2))} 
则 为 几何 布朗 运动 ， 后 者 在 数理 经 济 学 中 可 用 来 模拟 股票 市 场 
的 价格 波动 .。 记 XX; 为 均值 0、 方 差 1 的 独立 随机 变量 ， 记 

1 如 nt 一 [nt] 
X(t) = et 十 Xear, 

则 XX,() 在 一 定 的 函数 空间 中 以 分 布 弱 收 僵 到 布朗 运动 
X(t). 这 是 著 名 弱 不 变性 原理 的 内 涵 . 它 将 统计 学 中 的 极限 定 
理 的 证 明 从 零散 的 单个 序列 的 处 理 跃 进 为 成 批 的 整体 处 理 ， 又 
因为 上 述 结果 不 依赖 X; 的 原始 公共 分 布 , 便 可 以 通过 对 特殊 相 
对 简单 的 独立 和 序列 极限 定理 的 证 明 而 获取 复杂 分 布 的 相应 结 
果 . 

定义 XQ) 为 [0,1] 上 的 布朗 运动 ,对 0 委 上 委 1, 记 BC) 
一 XC) 一 坟 (1), 则 BG) 称 为 是 布朗 桥 过 程 . 


容易 算出 有 BC) 二 0, 及 Cov(B(s),BG)) = 二 s it 一 sts 人 
i 表 两 者 中 小 的 数 . 因 B(1) = 8(0) = 0, 在 [0,1j 两 端 8(z) 是 固 
定 的 而 得 名 . 它 在 过 程 收敛 中 扮演 重要 角色 .以 经 验 分 布 函 数 
为 例 ， 设 下 为 [0， 1] 区 间 上 的 均匀 分 布 ， 六 1， Xs, "yy XX 为 
从 下 中 抽取 的 i.ind 样本 ，F,(s) 一 二 > ) lrc 为 经 验 分 布 了 
数 ， 则 由 中 心 极 限定 理 ， 过 程 B.(s) 一 Vn F,(s) 一 s 依 分 布 收 
伍 到 N(0,s(1 一 5)). 从 F,(s) 的 分 子 服从 二 项 分 布 B(x,s) 可 知 
ELF,(S)] = FG) 一 FG) = sh 有 Varth,()] = Ls(1— 


5), 故 B.(s) 收敛 到 B(s). 据 此 可 以 证 明 统计 中 十 分 重要 的 
。40。 


Glivenko 定理 

Sup |F,(s) 一 下 (5)| 以 概率 趋 于 0. 

布朗 运动 的 方差 为 c2z, 或 者 说 与 时 间 间 隔 | 上 [成 比例 . 它 假 
定 不 同时 间 区 间 上 过 程 的 行为 是 统计 独立 的 ， 在 现实 数据 处 理 
中 人 们 把 微小 的 相互 关联 近似 地 看 作 不 相关 ,并 就 长 期 而 言 , 相 
信 遥 远 过 去 的 因素 对 当今 的 事件 影响 其 微 . 但 不 少 科学 家 也 发 
现 了 一 种 长 程 相 依 ， 在 长 期 水 文 、 气 象 资料 研究 领域 也 已 发 现 
这 种 关联 ， 于 是 可 用 分 数 布朗 运动 来 描述 ， 这 类 过 程 是 Kol- 
mogrov 在 1940 年 提出 的 ，Mandelbort 等 人 在 1968 用 它 研究 
了 水 文 资料 . 


定义 若 随机 过 程 XsQ) 满足 : (Gi) Xj(0) 一 0; Gi) 
EFEX,(t) = 0, VarXn() = |t|7; Gi) 增 量 Xp 十 s) — Xp) 
与 上 无 关 ( 有 平稳 性 ) 服从 正 态 分 布 , 则 称 之 为 分 数 布朗 运动 . 


不 难 算出 ,Xn(zt) 之 自 相 关 函 数 2(r) = 二 1 十 (2H 一 
Dv?, 玉 就 是 自 相似 系数 ,0 之 右 过 1, 当 如 生地 ,p04) 一 


oo ， 表 现 出 过 程 可 能 以 很 长 的 周期 在 重复 . 由 于 人 们 对 自然 现 
象 的 观察 只 能 在 有 限 的 时 间 中 进行 ,采集 的 资料 也 是 有 限 的 , 便 
很 难 断 言 是 否 存在 比 观察 期 间 长 得 多 的 周期 . 如 何 区 分 混沌 和 
长 周期 现象 也 是 混沌 科学 中 的 难点 之 一 通过 倍 周期 分 叉 走 向 
混沌 的 道路 是 漫长 的 ， 而 人 类 走出 混沌 的 道路 将 更 加 漫长 . 


di* 


§ 2.3 ”收敛 性 与 遍历 性 


在 $1.2 中 ,读者 已 接触 到 大 数 定律 和 中 心 极限 定理 . 这 些 
都 是 概率 论 中 各 种 收敛 性 的 实例 .与 通常 分 析 中 的 极限 不 同 的 
是 这 些 收 敛 性 需 用 概率 的 语言 加 以 描述 . 

设 {(X 7 之 1}, X 是 概率 空间 2 上 的 随机 变量 序列 ， 则 有 


定义 当 PlimX, 一 X} = 1, 称 X, 以 概率 1 收 全 于 X. 也 
称 作 几 乎 处 处 或 几乎 必然 收敛 , 常 称 为 强 收敛 ; 若 对 任 给 的 。 > 
0 有 

limP(IX, 一 了 | 宇 €) 一 0， 
则 称 X. 依 概率 收敛 到 


定义 ”着 对 r 之 1，X, 一 XX 的 7 阶 绝 对 秆 的 极限 为 0， 
limE|X, 一 和 上 一 0， 
则 称 X。 > 阶 平均 收敛 于 XX. 当 +=1 为 Li 模 收敛 ,一 2 为 均 
方 收敛 . 


定义 ”车 记 FF,, 下 分 别 为 XY, 及 贸 的 分 布 函 数 , 且 对 FF 的 
每 个 连续 点 x 有 
limF, (x) = F(x), 
则 称 X, 依 分 布 收敛 到 X， 或 称 X, 的 分 布 F, 弱 收 敛 于 和 的 分 
布 天 . 
分 布 弱 收 敛 的 一 个 有 用 的 等 价 条 件 是 对 任何 有 界 连 续 函 数 
. 42。 


都 有 
lim| g(x)dF,(z) = gx)dF lr). 


上 述 这 些 收敛 性 之 间 的 关系 为 当 ~>s 时 7 阶 平均 收敛 蕴含 着 s 
阶 平均 收敛 . 且 工 模 收 敛 蕴 含 依 概率 收敛 . 而 以 概率 为 1 收敛 
列 含 着 依 概率 收敛 , 依 概率 收敛 殖 含 着 依 分 布 弱 收 敛 . 而 > 阶 平 
均 收 敛 与 以 概率 为 1 收敛 则 互 不 包含 。 从 蕴含 关系 中 可 约略 体 
会 强 何 以 为 强 ， 弱 何以 为 弱 ， 由 于 收敛 类 型 的 不 同 ， 在 遍历 性 
的 讨论 中 (定理 2. 3) 也 将 有 各 种 不 同 的 遍历 性 . 

遍历 性 ， 又 称 各 态 历 经 性 是 研究 保持 测度 不 变 的 可 测 变换 
的 渐 近 性 状 的 数学 分 支 , 它 源 起 于 统计 力学 的 一 个 基本 假设 :一 
个 真实 的 平衡 的 物理 系统 在 某 时 刻 的 状态 与 相应 的 稳定 系 综 
(ensemblie), 即 一 切 可 能 的 微观 系统 的 全 体 , 在 相 空间 的 点 有 相 
同 的 概率 ， 遍 历 性 理论 与 动力 系统 理论 、 概 率 论 、 信 息 论 、 数 
论 各 个 科学 分 支 都 有 密切 的 联系 .用 一 句 远 非 准确 的 简单 话语 
来 形容 、 所谓 遍 历 性 就 是 “ 相 平 均 = 时 间 平 均 ” 这 在 定理 2.1.1 
中 已 遇 到 过 了 . 在 这 个 意义 上 ， 人 们 也 看 到 了 时 间 空 间 的 转换 
与 有 机 统一 . 遍历 论 的 早期 成 果 有 Birkhoff 1931 证 明 的 遍历 性 
定理 和 Von Neumann 的 平均 遍历 性 定理 ， 这 些 都 是 划时代 的 
开创 性 工作 , 到 了 本 世纪 60 年 代 , 微分 动力 系统 的 遍历 性 质 的 
研究 受到 重视 ， 数 学 家 证 明了 整个 流 型 上 有 双 曲 结构 的 系统 是 
遍历 的 . 之 后 ，S. Smale，R. Bowen 和 D. Ruelle 将 此 结果 推 
广 到 了 所 谓 公 理 4 系统 . S. Smale 和 D. Ruelle 两 位 学 者 都 是 
混沌 学 研究 历史 上 响 吵 吵 的 人 物 ， 而 Bowen 却 不 幸 于 1978 年 
7 月 30 日 英 年 早 逝 、 去 世 时 年 仅 31 岁 , 实 为 遍历 性 研究 领域 的 
重大 损失 . 

样本 空间 8 中 可 以 赋 以 概率 的 那些 事件 的 集合 数学 上 抽 
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象 为 o 一 代数 , 记 为 多，(2， .多 ,，P)， 这 个 三 元 组 就 是 抽象 的 
概率 空间 ,， 它 是 我 们 讨论 遍历 性 的 出 发 点 . 若 和 (wo) 为 一 随机 
变量 ， 则 集合 {w|X(w) 委 z),z 为 实数 ,就 是 多 中 的 集合 . 
P{wjX(w) 二 z} 记 为 (x) ， 就 是 熟知 的 分 布 函数 . 


定义 ”变换 了 : 0 一 0 称 为 是 可 测 的 ， 如 对 每 一 个 4 E 多 
有 7 了 T-4= {wlIT(w) E A} € ZF, 


定义 若 了 为 一 可 测 变换 , 且 对 任何 4E 罗 , P(T- :4) = 
PC4), 则 称 了 为 保 测 变换 . 


从 定义 可 知 所 谓 保 测 变换 是 指 工 不 仅 可 测 ， 而 且 使 .多 中 
的 集合 在 变换 之 后 保持 测度 PP (或 者 我 们 要 讨论 的 概率 测度 ) 不 
变 . 保 测 变换 与 平稳 序列 有 着 很 自然 的 联系 ， 如 果 了 为 一 保 测 
变换 ,定义 随机 变量 义 :(w) 二 X(T*-1w) , 则 随机 序列 和 ，X，， 
… 是 平稳 序列 ; 反 过 来 ,对 (0,， 多，P)〉 上 的 每 一 个 平稳 序列 
{X， 之 1} 人 们 都 能 构造 出 一 个 新 的 (有 2, 宛 ,P) 及 随机 变量 序 
列 Xi(o)， 及 一 个 保 测 变换 S， 使 {1(w),,(S5),…， 
六 1(S*1w)…} 与 {Xi,k 之 1) 有 相同 的 分 布 ! 其 中 的 S 就 是 著名 
的 后 移 变换 ,S : R” 一 R” 满足 SCziyzz，…) 二 (xz,x3 


例 令 人 = [0,1),. 二 [0,1) 上 Borel 集 全 体 ,P 为 通常 
的 Lebesgue 测度 ,对 任何 a € [0,1),T(z) = 二 x+ 十 a (mod 1) 
及 T(z) = 2z (mod 1) 均 为 保 测 交换 .用 统计 学 的 语言 讲 若 飞 
一 5 0,1)，, 则 变量 和 Ta (modl),aE[o,1) 及 2X (mod 1) 均 
仍 服从 均匀 分 布 U[0,1). 但 T(z) = 二 就 不 是 保 测 变换 . 
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时 在 1912 年 Poincare 就 证 明了 有 关 保 测 变换 的 重要 常 返 
性 定理 . 


定理 2.3.1 (Poincare) 令 (0Q, .PP) 为 一 概率 空间 ， 
7 为 一 保 测 变换 , 4E 多 , 则 对 几乎 所 有 的 4 中 的 w, 使 T"wE 
4 的 ”有 无 穷 多 个 . 

证 明 记 B= {w€ hjT"w& 4,n 之 1}, 则 有 BN 门 T7"B= 
他 ,于 是 T-"B NT wwB 一 TB 由 TB) = 一人. 故 


DP(B) = 2,P(T-B) 扫 PCO) = 1, 因 此 PCB) 一 0 0 
mm 一 0 下 一 0 


下 面 转 入 遍历 性 的 定义 和 遍历 性 定理 的 叙述 . 


定义 7 了 为 保 测 变换 , 集合 4A€ .多 若 满 足 T-14==4，, 则 称 
为 是 不 变 的 〈 关 于 了 ). 可 以 证 明 不 变 集 的 全 体 构 成 一 个 ec- 代数 
记 作 .Z. 车 对 所 有 wE2 有 X(o) = XCTo)， 则 称 和 是 不 变 的 
随机 变量 . 


定义 (0, 多,，P) 上 的 保 测 变换 7 若 满足 对 每 一 个 不 变 
集 4 有 P(4) = 0 或 1,， 则 称 了 是 遍历 . 


例 当 且 仅 当 a 为 有 理 数 了 (x) = 过 十 (mod 1) 是 遍历 
的 . 


定义 一 个 保 测 变换 了 称 为 是 有 混合 性 的 ， 若 对 任意 的 
A，BE.F 都 有 
limP(A MN T™"B) = P(A)P(B), 
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它 表 明 事件 4 与 7 "8 当 ”一 “时 渐 近 独立 ， 这 反映 了 长 
期 系统 演化 后 的 混乱 性 状 . 

在 动力 系统 的 讨论 中 ,0 就 是 系统 的 状态 空间 ,w 为 初始 时 
的 状态 .To 为 时 刻 n 时 的 状态 . 7"w 是 由 运动 方程 所 确定 的 从 
状态 空间 到 其 自身 的 变换 , 当 7""w 二 7”(7”w) 时 系统 是 保守 
的 .和 (wow) 为 状态 w 的 可 观察 函数 ,在 物理 学 的 实际 测量 中 观察 
时 间 刻 度 相对 于 分 子 间 互 相 影 响 的 精细 自然 时 间 刻 度 要 长 得 
多 .所 以 实际 中 得 到 的 只 是 系统 演化 过 程 中 不 同 状态 观察 的 平 


均 去 > 7X(T“ tw). 物理 学 家 Gibbs 猜想 7"w 会 在 状态 空间 中 
4=1 


游荡 ， 而 在 每 一 小 邻 域 中 T"w 会 趋 于 一 个 极限 分 布 P， 而 关于 
时 间 的 平均 将 应 等 于 相 空间 的 平均 已 (X(w)). 这 就 是 Birkhoff 
在 1931 年 证 明 的 遍历 性 定理 的 大 意 ， 


定理 2.3.2 TT 为 概率 空 间 2, 宏 , PP) 上 的 保 测 变 换 , 对 
满足 EI|X(w)| 二 ~ 由 X(%), 几乎 处 处 有 


lim = 1 Dx ~ = E(X|Z)., 


其 中 EC(X1.2) 代表 给 定 不 变 集 .7 后 X 的 条 件 期 望 . 当 工 为 (0， 
多 ,P) 上 的 保 测 变换 且 是 遍历 的 , 则 对 满足 EIX| < co 的 生 几 
乎 处 处 有 


lim = 1 xr w) = EX. 
对 于 随机 序列 X,， 当 它 是 平稳 的 ， 我 们 有 
定义 记 B 为 Rk 中 的 Borel 集 ， 一 个 集 4E 多 当 可 表 为 


4 一 {w| (X,, Xi, pp) €B} 时 ， 称 为 关于 平稳 序列 {X,} 
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不 变 的 . 不 变 集 的 全 体 记 为 .zx. 一 个 平稳 序列 当 其 任何 不 变 集 
的 测度 均 为 0 或 1 时 ， 称 为 是 遍历 的 . 


相应 于 定理 2. 3.2 的 有 


定理 2. 3.3 XX,，, 及?， … 为 一 个 平稳 序列 ， 且 瓦 |X | <coe， 
则 风 乎 处 处 和 依 均 方 收敛 有 


lim 3 DX = EX .xx 
moo =1 
若 六 一 {Xi ,0} 是 遍历 的 ， 则 有 
lim 一 DX = EX,. 


它 的 一 个 重要 的 推论 是 若 X, ，X。，.… 为 独立 同 分 布 的 随机 
变量 ， 则 序列 是 平稳 的 和 遍历 的 ， 于 是 几乎 处 处 有 


lim 二 DX, = EX 
这 就 是 著名 的 Kolmogrov 强大 数 律 的 充分 性 部 分 . 可 以 证 明 对 
Gauss 平稳 序列 当 limp(r) =0 ( 渐 近 不 相关 ) 时 是 遍历 的 ， 这 
个 条 件 是 容易 验证 的 . 下面 给 出 定理 2. 3. 2 的 证 明 大 意 ， 这 一 
简化 证 明 是 A. Garsia 1965 年 给 出 的 . 


证 明 首先 不 妨 假 ECz|.7) 二 0, 不 然 可 考虑 序列 了 二 X 一 
ECX) ,记忆 = 2》)X(T*w). 为 证 定理 只 需 证 几乎 处 处 有 
0>lim 公 之 lim 台 >0. 
记 lim 之 为 Z, 则 由 Z(w) 二 ZCTw) 知 Z 是 不 变 的 ,于 是 集合 4 
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= (olZ(eo) > e} 也 是 不 变 的 . 只 要 能 证 明 对 任何 6 之 0， 
P(A 二 0 则 必 有 P{Z 去 9) 一 1 类 似 可 以 证 明 lim 衬 之 0 几 
乎 处 处 成 立 ,定理 遂 可 得 证 . 为 证 P(4.) 一 0, 记 14 为 A. 的 示 性 
函数 ,于 是 由 EC(X1.9) = 二 0 知 
— eP(A.) = 0— eP(A.) 
= EL[E(X|.7)]1a — eP(A,) 
= EL[X(w)14] — eP(A.) 
= EL[CX(w) — ela 
为 方便 计 , 记 上 面 括号 中 的 随机 变量 (X(w) 一 e)14 为 了 ,并 记 
Siw) = YCw) 6 + YTHiw) ;Mw) = max(0,.S 9 )， 
由 S1 = 二 了 及 MM 之 0 知 Y 了 之 Si(w) 一 M,《Tw), 及 Y(w) 十 
M(Tw) 之 Y(w) 十 Si(Tw) = Sin(lw)， 所 以 Y(w) 之 
maxtSi(w) ,S.C(w)) 一 MGCTow). 再 注意 到 在 (AM ,> 0} 上 AM， 
一 max(Si(o),…,S,(o))， 因 而 
ELY Cw)1rm,>0 
守 E{[max(S,(w) ,SCo))] — MTw)} 
> E{(M,(w) — M, (Tw)) 1 co) 
之 E{M,(w) — M.(Tw)} = 0. 
最 后 期 望 等 于 0 利用 了 7 了 的 保 测 性 . 最 后 再 验证 [LAM,>0] 作为 
集合 序列 当 >ce 时 是 单调 上 升 到 4. 的 , 由 实 分 析 中 的 控制 收 
敛 定理 . 通过 期 望 号 取 极 限 即 可 证 明 E(CX 一 e)14) 之 0. 癌 


保 测 变换 是 相对 三 元 组 (0， 多，P) 而 言 的 ,， 若 给 定 了 可 
测 空间 2， 多 ) 及 变换 丁 ， 则 使 了 成 为 保 测 变换 的 PP 就 叫做 
不 变 概率 测度 . 对 某 一 个 本 ,PP 不 是 唯一 的 . 如 果 不 变 概率 测度 
不 能 分 解 成 两 个 不 相等 的 不 变 概 率 测度 的 线性 组 合 , P = aP， 
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十 BP:,P, 天 Pa 二 8=1， 则 称 之 为 不 可 分 解 的 ， 一 个 不 可 
分 解 的 不 变 概率 测度 就 是 遍历 的 概率 测度 ， 若 同一 个 遍历 的 保 
测 变 换 工 有 两 个 不 变 测度 P!、P;， 则 要 么 Pl 二 Pi， 要 么 已 , 与 
P; 是 正 交 的 (所 谓 正 交 是 指 互 为 奇异 ; 测度 关于 vv 奇异 是 指 
在 v 测度 非 零 的 集合 S, 上 测度 为 0, S, 门 $= 二 名 , 常 记 为 py] 
»). 荆 的 不 变 概率 测度 的 全 体 构成 一 个 凸 集 ,此 凸 集 的 极点 正 是 
关于 工 的 遍历 测度 ， 对 于 遍历 概率 测度 ， 若 p 为 连续 函数 ， 则 
几乎 处 处 有 


lim 二 > PCX(CTew)) = EpX). 
Po k=1 
取 yg=1， 又 回 到 定理 2. 3. 2. 


例 把 [0,1) 中 的 点 写成 二 进 制 zx 一 0. zizs…， 并 使 其 表 
示 无 歧义 .考虑 变换 T(z) = 2z(mod 1) ,这 时 T(0. ziza…) 一 
9?，aX3 取 户 ， 0 之 p 达 1， 定义 XX; 为 两 点 分 布 , 取 值 0, 1 的 
板 ' 率 为 p 及 1 一 p 且 相 互 独 立 . 则 P, 是 关于 位 移 变 换 了 的 不 变 
测 } 台 且 是 遍历 的 ， 变 换 工 实际 上 就 是 一 个 动力 系统 ， 可 见 对 不 
同 的 、z 就 有 不 可 数 多 个 不 同 的 遍历 测度 ， 且 互 为 奇异 . 
沁 1 论 遍历 性 与 本 书 主题 混沌 的 关系 何在 ?在 统计 科学 中 放 
历 性 的 4 开 究 使 人 们 能 把 握 随 机 性 ， 而 确定 性 模型 出 现 混 沌 现象 
并 呈 随 机 .特性 也 提供 了 把 握 随 机 性 的 有 用 模式 ， 在 混沌 的 数学 
定义 中 有 -一 条 拓扑 传递 性 ， 其 表现 出 来 的 是 一 种 混合 性 ， 而 本 
节 定 义 的 泥 名 变换 蕴含 遍历 性 ， 两 者 有 些 共 同 之 处 ;混沌 学 研 
究 中 的 若干 效 1 电 特征 的 确定 也 有 赖 遍历 性 定理 . 


定理 2. 3.4 “每 一 个 混合 的 保 测 变 换 都 是 遍历 的 . 
证 明 取 4cSE7，BE.A， 则 对 2 关 1，T-" 巨 一 巨 ， 所 以 对 
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nn 之 1 有 
P(A NT-B)= P(ANB). 
由 混合 性 定义 
P(ANMB)= limP(ANT™"B) 一 PC4)PCB)， 
特别 取 A4=B, 则 有 PC(B) = P2(B), 于 是 P(B) 一 0 或 1. 所 以 
任何 不 变 集 B 的 概率 测度 为 0 或 1 故人 是 遍历 . 


行文 至 此 ， 我 们 为 混沌 学 的 讨论 作 了 必要 的 铺垫 ， 这 些 时 


几 点 水 式 的 铺垫 在 一 定 程度 上 简略 介绍 了 概率 论 与 随机 过 程 若 
干 基本 概念 . 后 两 章 将 进入 主题 . 
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第 三 章 混 沌 


气 似 质 具 而 未 相 离 谓 之 混沌 ， 
《易学 象 数论 ， 乾 玄 度 } 


跨越 世纪 的 两 位 人 物 曾 有 过 这 样 的 争论 : Laplace 在 1776 
写 道 “如 果 想 象 一 位 大 智 大 慧 者 能 在 某 一 时 刻 把 握 字 宙 间 实体 
的 全 部 关系 ， 那 么 他 就 能 讲 出 所 有 这 些 实 体 在 过 去 与 未 来 的 相 
对 位 置 、 运 动 以 及 广泛 的 相互 影响 . ”而 伟大 的 法 国 数学 家 
Poincare 辩驳 说 :“ 事 实 并 非 如 此 . 初始 条 件 微 小 的 差别 可 能 对 
最 终 的 现象 产生 非常 大 的 影响 ， 前 面 的 小 误差 会 酿 成 以 后 的 大 
偏差 , 预言 是 不 可 能 的 !”Poincare 起 码 在 关于 初始 条 件 细 小 差 
异 会 给 动力 系统 未 来 演化 带 来 巨大 影响 的 思想 方面 是 深 牙 而 先 
知 先觉 的 , 这 番 话 是 1903 年 讲 的 . 七 八 十 年 之 后 在 混沌 科学 中 
大 放 异 彩 ， 成 了 又 动 科学 界 的 新 思维 .所 谓 混 沌 就 字面 本 意 而 
言 ， 是 杂乱 无 章 ， 混 混沌 沌 ， 极 端 亲 乱 无 序 . 它 是 系统 复杂 和 
行为 不 可 预测 的 同 义 语 ， 混沌 现象 的 令 人 吃惊 之 处 是 一 个 完全 
确定 的 简单 模型 也 会 产生 有 如 随机 过 程 的 行为 特性 .如 果 你 有 
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幸 发 现 这 些 相 对 简单 的 模式 对 不 确定 的 未 来 的 预测 竟 有 可 能 实 
现 . 

有 关 混 沌 的 数学 研究 的 历史 可 以 追溯 到 1890 年 左右 ， 
Poincare 有 关 太 阳 系 稳定 性 的 研究 . 他 曾 问 道 :行星 是 会 大 致 继 
续 沿 着 目前 的 轨道 不 停 地 运行 呢 ? 还 是 会 向 黑暗 深 疼 的 太空 逃 
逸 亦 或 随 向 太阴 而 毁灭 呢 ? 他 本 人 虽 未 能 对 此 作出 回答 ， 却 创 
立 了 动力 系统 几何 学 的 研究 方法 . 前 苏联 数学 家 Kolmogrov 也 
对 动力 系统 的 不 规则 性 作 了 深入 的 研究 ， 有 名 的 KAM 定理 就 
是 以 他 的 名 字 命 名 的 . 该 定理 主要 论述 Hamilton 系统 方程 组 解 
的 稳定 性 ,证 明了 几乎 可 积 系统 有 填 满 不 变 环 的 拟 周期 解 存在 . 
这 在 微分 方程 和 天 体力 学 两 方面 都 是 有 关 太 阳 系 稳定 性 理论 的 
重大 突破 . KAM 三 人 中 的 另 两 位 是 Arnold 和 Moser, 到 了 60 
年 代 ， 美 国 数学 家 Stephen Smale 研究 了 微分 动力 系统 结构 的 
不 稳定 性 . 他 试图 对 动力 系统 行为 性 状 的 典型 类 型 进行 分 类 , 混 
沌 即 是 其 中 之 一 . 著名 的 马蹄 映射 也 以 他 的 名 字 命名 . 1963 年 ， 
Lorenz 在 关于 气象 预报 的 简单 微分 方程 的 研究 中 发 现 系统 轨 
线 依 赖 精 确 的 初始 条 件 的 混沌 现象 . 结果 以 后 被 人 们 广 为 引 用 . 
1975 年 李 天 岩 与 York 在 美国 数学 月 刊 上 发 表 了 “周期 3 隐 含 
着 混沌 ”一 文 , 首次 把 混沌 (Chaos) 作为 一 个 数学 定义 提出 来 . 
同时 欧洲 数学 家 David Ruelle 和 Floris Takens 对 混沌 现象 作 
了 大 量 的 研究 . 到 80 年 代 , 有 关 混 沌 与 分 形 的 著作 如 雨后春笋 . 
1987 年 Gleick 的 一 本 《混沌 学 》 成 为 全 球 的 畅销 书 ， 使 混沌 在 
科学 与 知识 界 尽 人 和 皆 知 .自然 界 的 分 形 随处 可 见 ， 云 彩 、 山 川 、 
河流 、 地 形 地 貌 都 因 分 形 的 引入 而 更 加 多 姿 多 采 . 混沌 与 分 形 
在 物理 、 生 物 、 化 学 、 气 象 、 水 文 、 地 震 、 医 学 乃至 中 华 气功 
各 个 领域 的 研究 莲 茵 勃勃， 势不可挡， 有 兴趣 的 读者 不 妨 去 看 
看 Gleick 那 本 脸 炙 和 人口 的 科普 佳作 . 而 本 书 则 主要 从 统计 学 者 
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的 眼光 来 看 混沌 与 混沌 科学 ， 本章 的 四 节 大 体 可 用 四 句 话 来 概 
括 ， 混沌 是 对 初 值 敏感 ， 周 期 3 蕴含 着 混沌 ; 混沌 映射 有 正 的 
Lyapunov 指数 ,其 奇异 吸引 子 常 有 分 形 结构 ;混沌 是 信息 源 , 体 
现 不 确定 性 的 拓扑 粹 大 于 0. 


8$ 3.1 数学 家 看 混沌 


本 节 从 非 线性 动力 系统 的 复杂 变化 来 引入 混沌 学 的 有 关 重 
要 概念 . 记 N 一 {0,1,2,..} > 考虑 时 间 序 列 {zon EE N)} 9 若 
假定 Xo 为 初始 条 件 ， 旦 zi 一 yz ， 其 中 f: D—>D 为 映射 . 
刀 一 般 为 一 个 距离 空间 的 紧 子 集 , f(，) 为 非 线性 函数 ， 在 和 迭代 
过 程 中 可 能 出 现 混沌 现象 . 

Tutl = f(x) 也 称 作 是 一 个 离散 的 动力 体系 ， 它 可 以 嵌入 
在 叫做 流 的 动力 系统 p(t,z) 之 中 心 满 足 9(0,x) = zi; 
8G 十 bz) = gs9(t1z))， 它 也 是 微分 动力 体系 < 人 一 
F(X(1)). 1ER 的 离散 形式 .zx, 也 可 看 作 x 经 过 盖 次 迭代 后 的 
值 ， 即 z, 一 产 (zo) ， 其 中 疡 (z) = f Cf"f Cx)) - 有 关 函 数 迭 
代 的 研究 有 了 近 百 年 的 历史 , 户 (z) 的 解析 形式 一 般 很 难 获得 . 
只 有 在 计算 机 科学 高 度 发 展 的 今天 ， 数 学 家 才 有 可 能 看 到 当 n 


很 大 时 广 (=) 所 展现 出 来 的 奇妙 情景 ， 已 有 人 在 倡导 计算 机 上 
的 “实验 数学 ” 


1. 对 初 值 的 敏感 
为 简单 计 ， 先 看 直线 上 的 连续 可 微 函 数 的 迭代 . 


e。 .03。 


定义 集合 {z,yjCz), 产 (z),…》 称 为 在 迭代 上 映射 太 下 
的 向 前 轨道 . 


轨道 中 序列 的 性 质 是 迁 代 研究 中 所 关心 的 问题 . 
定义 若 z 满足 方程 f(x) = z, 则 称 z 是 了 的 不 动 点 . 若 


有 户 (zo) = xo ,和 且 对 1 二 k 过 n, 产 (zo) 尖 z， 则 xzo 为 了 的 2- 
周期 点 .由 产 周 期 点 的 所 有 迭代 组 成 的 集合 称 为 是 二 周 期 轨 . 


阶梯 状 向 内 


国 3.1 
比如 ， {zo ,f(xo) 9 f°! (xo)} 就 是 f 的 n- 周 期 轨 . 1- 周 期 
轨 就 是 不 动 点 , 2- 周 期 轨 只 有 两 点 (x ,f(x)) ,把 它们 看 作 平 面 
上 的 点 ,这 时 关于 直线 y= 二 xz 对 称 的 两 点 (zx,f(zx)) 及 (f(x),z) 
。 54° 


均 在 函数 了 的 图 形 上 . 利用 图 形 可 以 对 动力 系统 在 不 动 点 周围 
的 变化 情形 得 到 直观 的 印象 ， 这 种 方法 叫 图 分 析 . 


例 观察 和 迭 代 FCz) 一 xz, 0 为 不 动 点 . 如 图 3. 1 所 示 ，, 当 
a € (0,1) 时 迭代 阶梯 式 的 趋向 稳定 的 不 动 点 0, 当 a € (一 1 
0) 时 和 迭代 向 内 螺旋 式 地 趋向 稳定 不 动 点 0. 当 ec>>1 或 a<< 一 1， 
迭代 分 别 以 阶梯 式 或 螺旋 式 向 外 的 方式 远离 不 稳定 的 不 动 点 而 
去 .a 二 1 时 ,所 有 点 都 是 不 动 点 ,a 二 一 1,(z ,一 +) 为 2- 周 期 轨 . 


定义 ”对 不 动 点 Pp, 若 | 廊 (p)| 关 1, 则 点 p 称 为 是 双 曲 点 ， 
当 | 广 (2z)| >1，z 为 排斥 不 动 点 ; 当 | 了 (2p)| 二 1 ,为 吸引 
不 动 点 , |(p)1 二 1 时 为 驻 点 . 对 wx- 周 期 点 可 类 似 定义 它 的 
双 曲 性 .吸引 周期 点 也 叫做 陷 井 . 


定理 3.1.1 若 p 为 吸引 不 动 点 ， 则 存在 一 个 含 p 的 开 区 
间 U, 使 得 当 x E 过 时 有 lim 广 (z) = p. 

证 明 由 于 了 连续 可 微 , 存在 e>0, 使 当 zxE€ [Pp 一 e,p 十 
ej 时, | 户 (z)| 二 4 < 二 1. 由 中 值 定理 ， 

|f (xz) — pl= zc) 一 | 
委 4lz 一 外 < 天 |z 一 四 委 #. 
所 以 f(x)CC[p 一 ep 十 ej]， 且 比 x 离 p 更 近 ， 类 似 有 
If"(z)— pl<Alzr pl. 

当 n->co 有 limf* (x) = p. 


考虑 带 参数 p 的 和 迭代 函数 族 f(x) = pz(l 一 xz) , (在 不 引 
起 混淆 时 也 可 直接 简 记 为 /). 这 一 族 映 射 被 生物 学 家 称 作 是 
. * 955° 


Logistic 映射 . 当 py 变化 时 迭代 的 性 状 会 发 生 有 趣 的 变化 . 现 观 
察 /,: D-~D，D= [0,1] , 不 动 点 为 0 及 p, 一 1 一 方 . 当 
< 二 1, 0 为 吸引 不 动 点 , 且 当 0<z<1 有 lim(z) =0. 当 p= 
1，0 为 唯一 的 不 动 点 且 六 (0) = 1 ， 故 为 非 双 曲 情形 ; 当 / 心 
1，0 为 排斥 吸引 点 . 当 1<Apw<3 时 ,ps 为 吸引 不 动 点 对 xz 属 于 
(0,1) 有 lim 广 (z) = ps. 当 A>3， 情形 将 变 得 复杂 : 分 义 、 倍 
周期 和 混沌 相继 出 现 ， 此 乃 后 话 ， 为 方便 计算 , 令 w 一 4. 在 
Ziti = fx) = dxill — zi) 
的 迭代 过 程 中 一 旦 zi 的 计算 发 生 小 误差 &, 则 xix 的 误差 有 多 
大 呢 ? 这 容易 算 : 
ell 一 re 十 et) — fr) = 48(] 一 2z) — 4ei, 
于 是 
Eri/E: = 4(1 一 2zk) 一 dé, 
其 主 项 由 f(x) 在 zi 的 导数 4(1 一 2zx) 所 决定 . 因此 户 (z) 将 
代表 一 次 迭代 后 误差 的 放大 倍数 ， 它 一 般 依赖 于 xz 的 位 置 ，n 
次 迭代 后 的 误差 增长 为 
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Eo El 6 一 2 Eo 
取 其 绝对 值 几何 平均 的 对 数 为 二 > iog | :| ， 上 式 极限 当 
一 oo 存在 时 可 有 


定义 和 迭代 了 在 ze 的 Lyapunov 指数 为 


Azo) = lm 元 2 loglP Cn -| 
WE k=1 


se。 DO6。 


若 x 为 了 的 me 周期 点 , 则 cz 一 二 2 logl7 ce- 1. 特别 


若 zo 为 不 动 点 , AM(zo) 一 log| 记 (zo)| .zo 二 0 为 fi 之 不 动 点 ， 
故 4(0) = log4( 亦 有 4(C1) 二 log4) ， 实 际 上 更 准确 地 说 ， 对 所 
有 其 轨道 最 终 能 达到 0 的 点 z, 均 有 AMCz) 王 ln4 ;而 对 [0,11 中 
其 他 几乎 所 有 xz (其 Lebesgue 测度 为 1) ， 则 有 MK(z) = log2 二 
0. 693. 因 对 [0,1] 中 绝 大 部 分 zx， 每 迭代 一 次 近似 于 误差 加 倍 
(e" 7 二 2) ， 而 2 次 迭代 后 的 误差 增长 为 
dx» = evdzo. 

上 式 所 表达 的 含义 是 系统 演化 对 初始 条 件 的 变化 十 分 敏感 ， 失 
之 毫 厘 ， 差 之 干 里 . 

关于 映射 A(x) = 4x(1 一 xz) 的 遍历 测度 为 反正 弦 分 布 , 其 


帘 度 为 py- 1 . 
密度 为 PCz) 一 二 -万 寺 二 二 . 可 以 通过 计算 机 实验 来 检验 这 


一 点 。 对 初始 值 zxo=0. 20005， 将 4000 次 迭代 的 结果 依 位 置 和 
频数 描 出 U 型 直方 图 如 图 3.2a) 所 示 . 若 在 [0.10005， 
0. 30005] 中 取 4000 个 初 值 , 并 将 其 在 第 2000 次 迭代 后 在 相 空 
间 的 结果 依 频 数 点 成 另 一 个 U 型 直方 图 如 图 3. 2b) 所 示 . 两 
者 的 惊人 相似 是 由 遍历 性 定理 所 保证 的 . 于 是 在 初始 值 x 的 任 
一 小 邻 域 中 都 有 点 y, 当 迭代 次 数 足够 多 之 后 ,其 向 前 轨道 与 xz。 
的 向 前 轨道 严重 偏离 ， 这 种 对 初 值 的 敏感 使 确定 性 迭代 的 结果 
变 得 难以 预料 (unpredictable)， 遍 历 性 使 这 一 迭代 映射 表现 出 
某 种 “随机 性 ” 遍历 性 定理 还 保证 几乎 处 处 有 

lim 1 六 log LPGCPz))1 = Ellog|f'|]. 
上 述 极 限 将 不 依赖 而 于 工 , 记 为 4. 它 正 是 映射 f(x) =4z(1 一 2Z) 
所 对 应 的 Lyapunov 指数 . 它 代 表 了 随 着 和 迭代 次 数 的 增加 , 迭代 


在 时 间 方 向 上 的 平均 拉 伸 程度 ，Lyapunov 指数 4>0 所 表示 的 
。57 。 
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图 3.2 (a) 


0.0000 0.1625 0.3250 0.4875 0.6500 0.8125 0.9750 


图 3.2 (b) 
对 初始 值 敏感 是 混沌 的 重要 特征 之 一 ， 容 易 算出 
;17__ ff 元 1 二 
E[loglPD= [logl4— 8 | -As 
= log2 > 0. 


当 4<0 时 迭代 所 产生 的 效应 是 沿 着 向 前 轨道 压缩 ,收敛 到 不 动 
。58 。 


点 也 是 可 能 的 情形 之 一 . 


2. 混合 性 (mixing) 

换 一 个 角度 来 看 [0,1] 区 间 上 的 Logistic 映射 ,发现 有 如 
揉 面团 那样 的 混合 性 ; 对 任何 两 个 [0,1] 中 的 开 区 间 了 及 /都 
可 以 找 出 了 中 的 点 为 初始 值 经 多 次 近代 后 最 终 会 进入 J， 对 于 
一 个 给 定 的 作为 初始 点 的 小 区 间 了 和 一 个 小 的 目标 区 间 J 了, 从 了 
中 均匀 取 点 经 过 迭代 考查 它们 是 否 最 终 进入 目标 区 间 J， 一 旦 
进入 就 算 该 初 值 消亡 . n 次 迭代 后 仍 未 能 进入 J 的 称 作成 活 者 ， 
记 成 活 者 的 数目 为 $ (mn) ，S (n) 以 指数 速度 衰减 ， 即 SC(n) cc 
e-*. 计算 机 实验 中 取 工 = [0.2,0.2 十 10-n] ,J = [0.68， 
0. 69]，z 为 140 左右 . z 称 为 轨道 的 平均 寿命 时 间 ， 它 的 值 依 
赖 于 了 的 位 置 ， 依据 不 变 分 布 反 正弦 律 我 们 可 以 对 的 大 小 进 
行 理论 估计 ; 每 次 迭代 后 落 入 J 的 概率 为 


0.69 1 
一 一 一 一 一 dz 二 0.0068527. 
忆 | TV 一 工 ) 


于 是 为 使 = 次 迭代 后 成 活 率 为 原来 的 二 , 则 应 有 (1 一 加" 一 过 
因此 = 的 估计 值 为 ?一 145， 与 实验 结果 接近 ， 更 有 甚 者 任 取 
一 个 小 区 间 ， 并 观察 其 逐次 交代 ， 在 此 过 程 中 区 间 的 平均 大 小 
将 增加 并 在 有 限 次 迭代 后 填 满 整个 [0,1] 区 间 ， 例 如 直接 计算 
就 知道 户 ([0.1,0.2]) = [0,1] .一 般 而 言 ， 起 始 区 间 长 度 减 
半 ， 所 需 平均 选 代 的 次 数 加 1, 这 只 不 过 是 we=- 2 的 另 一 种 表述 
方式 ， 要 注意 迭代 /的 周期 点 及 其 原 象 都 只 能 在 有 限 的 周期 轨 
内 游荡 ,并 不 能 在 揉 面 过 程 中 混合 到 所 有 任 给 的 其 他 小 区 间 去 
从 保持 概率 不 变 出 发 把 目标 区 间 视 为 随机 变量 的 取 值 ， 访 问 这 
些 区 间 的 频数 可 近似 变量 落 在 目标 区 间 的 概率 ， 则 可 导出 迭代 
。 DO9。 


的 不 变 分 布 所 应 满足 的 方程 . 由 f(x) = /1 一 z) 知 三 是 关于 
zx 一 立 对 称 的 , 记 不 变 分 布 的 密度 为 v(x) ， 随 机 变量 Y 一 4X(I 
一 对 ) ， 则 
PlY € J) = rv(y)dy. 

而 当 XET 及 与 关于 方 对 称 的 部 分 7, 都 能 使 YEJ， 于 是 对 
ZzIEJD 及 zz 一 (1 一 zz) E11 有 

v(y)dy = v(xi)dzi + v(x) dz;. 
由 dy = 廊 (z)dz 代入 左边 可 得 

"7 一 FE 下 pT 

这 是 有 名 的 Frobenius-Perron 方程 ， 其 解 为 


1 
XVr rz) 

在 实际 中 ， 不 变 分 布 可 以 从 一 初始 概率 密度 出 发 ， 利 用 
Frobenius-Perron 算 子 GG4) = vi 求 出 久 . 一 般 而 言 , vw 收敛 
到 不 变 分 布 密度 v， 其 中 

CGC) (y) 一 2) | ee 小 EE Lo,1]. 


zx€Ef ly 


上 述 混合 性 在 数学 上 描述 为 


v(T) 一 


定义 ”映射 /: DD 如 满足 对 D 中 的 任 一 对 开 集 4 及 B 
都 存在 4A> 0 使 产 (4) 门 B 关 名 ， 则 称 了 是 拓扑 传递 的 . 


拓扑 传递 性 所 表现 出 来 的 是 确定 性 映射 了 的 随机 行为 性 
状 . 但 这 种 紊乱 绝 非 一 片 混沌 , 形 无 序 而 实 有 序 . 这 体现 在 /的 
周期 点 集 在 [0,1] 中 稠密 ， 为 使 有 关 讨 论 方便 ， 需 要 引进 符号 
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动力 系统 和 拓扑 共 罗 的 概念 ， 而 他 们 本 身 也 是 动力 系统 领域 的 
重要 论题 . 


3， 周 期 点 稠密 
讨论 欠 代 了 了 的 周期 点 稠密 乃至 混沌 都 可 以 借助 于 对 帐篷 
变换 、 位 移 上 映射 的 研究 而 获得 ， 这 类 变换 有 如 面包 师 揉 面 、 拉 
伸 、 卷 伙 不断 揉 合 ， 混沌 也 被 人 们 称 为 是 面包 师 的 杰作 . 
定义 T: [0, 1] 一 [0, 1J， 
27， 工 世 
T(x)= 
一 27 十 2， 广 


如 图 3. 3 所 示 . 因 其 形 如 帐篷 


而 得 名 . 人 对 [0,1] 的 作用 酷 1 TY 
似 面包 师 揉 面 . 在 不 断 的 拉 伸 、 
卷 夫 ， 再 拉 伸 、 再 卷 琶 下 经 多 
次 迭代 混合 得 以 实现 ， 
定义 S:[o,1]->[o,1]， 
27z， z<< 王 ， 0 


S(z) 一 
2z 一 1， xz 过 十， 图 3. 3 
称 为 锯齿 变换 . 
S 的 作用 是 延展 、 拉 伸 、 切 割 再 粘贴 ，S 又 可 表 为 SCx) = 
2z (mod 1)， 如 第 二 章 中 所 看 到 的 它 等 价 于 当 xz 为 二 进 制 小 数 
表示 时 的 位 移 映 射 . 


定理 3.1.2 TS 一 :一 T". 
. 61 . 


证 明 当 ”=1，2， 可 直接 验证 ， 再 由 归纳 法 
TS" 一 TS 一 S 一 TS 
=T" I. TS 一 T 7 一 0 


借助 这 一 定理 可 容易 直接 求 出 工 : 
T(xo) = TS 和 ICzo) 一 T(y) 9 
其 中 y= Si(z) = 21zo (mod 1). 


定理 3.1.3 变换 S 对 初 值 敏感 、 有 混合 性 ， 且 周期 点 笛 
密 . 
证 明 对 任 给 。>0 及 4< 涵 ， 取 整 数 使 2-*<e， 取 初始 


值 x 的 二 进 制 小 数 表示 使 记 仅 精确 到 小 数 之 后 位 0, aia2*… 
Qs 并 从 as+! 起 由 扎 钱币 的 正 友 来 确定 其 值 为 1 或 0. 取 Yo 仅 在 


第 十 1 位 上 与 ze 不 同 ， 则 ly 一 zo| 去 广 ; 过。 (差别 微小 ). 但 
S* (xo) = 0.Qiridrrs ***, S* (y0) = 0. CIQt+ "**, IS* (ze) 一 


S'(y)| 一 去 之 A. 这 表明 对 初 值 的 敏感 .再 看 混合 性 : 对 任 取 


两 个 小 区 间 了 及 J， 小 区 间 的 长 度 17|> 元 1， 取 其 中 点 表 为 
0. QiQz "adn", 3 一 0. pibzsbs ** :为 J 中 一 点 . 则 Zo = 0.a142°* 
Qsb1b25bsa… 必 属于 了 ， 但 S*(Czxo) 一 yy 已 属于 7 了. 记 mw 为 二 进 和 
环 小 数 0， aaaaveeai， 其 中 1 为 循环 节 ， S*(wo) 一 Co， 所 以 
wo 为 5S 的 周期 点 .对 任 给 的 zo=0. aasas… 及 任 给 的 e>>0, 存 
在 kk 使 2 <e 及 w= 二 0. aa ， 使 |wo 一 zo| 魏 e. 所 以 周期 点 是 
稠密 的 , 遍布 在 任意 选取 的 点 z 的 邻 域内 . 这 和 无 理 数 可 用 连 
分 数 逼近 的 道理 是 一 样 的 . 
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定理 3.1.4 帐篷 变换 了 也 对 初 值 敏 感 ， 有 混合 性 且 周 期 


点 稠密 ， 
证 明 车 Xx=0.aiazas…， 则 当 zx 乙方 时 有 
T(z) = SCz) = 0. 43s 
当 xz 之 地, S(z) 一 2z 一 1， 
T(x)= 2— 2r+=1— (2x— 1) 


=] ~— Sr) = 1 0. 


= 0.a7asai', 


其 中 a ==16-o， 与 a 的 取 值 相 异 . 


若 w 为 S 的 王 周期 点 则 T(o) 为 了 的 -周期 点 ， 此 因 


T™T(w)) 一 了 (oo)) 一 了 了 (w)， 


所 以 9 为 证 T 之 周期 点 稠密 性 ， 对 任意 Xo=0. aa 
0. ba < 为 S 的 n 十 1- 周 期 点 ,而 TT(w) =0.61*… 


“0 邑 为 


所 求 的 "十 1- 周 期 点 wo* 它 与 ze 之 距离 可 小 于 任 给 的 e 读者 不 


妨 自 行 证 明 其 他 商 条 性 质 . 


在 研究 函数 迭代 时 户 的 表达 式 一 般 很 难 写 出 ， 但 着 能 有 
A4、B 两 拓扑 空间 (比如 [0, 1」 区 间 ) 间 的 连续 一 一 映射 使 
h。f 二 g。h(。 表 复合 运算 ), 则 /一 h '。g。h. 并 且 户 =A 
。g”。h. 借助 于 g" 就 有 可 能 把 广 表 出 . 方程 h。f 二 g。h 又 称 
为 Schr6der 方程 , 已 有 一 百 多 年 的 历 鸣 了， 把 这 种 技巧 抽象 为 


一 种 概念 就 是 


定义 设 A、B 是 两 个 拓扑 空间 , /: 4 一 A 和 g: B83 分 
别 是 4 与 8 上 的 连续 自 映 射 , 如 果 存 在 4 到 B 的 同 胀 h: 4 一 
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B 使 得 
hof=geh, 
则 称 了 与 g 是 拓扑 共 罗 的 . 同 肪 h 叫 到 gg 的 一 个 拓扑 共 圈 . 


拓扑 共 匈 是 了 与 g 之 间 的 一 种 等 价 关 系 ， 有 关 同 胚 及 拓扑 
共 印 的 深入 讨论 可 参看 有 关 动 力 系统 的 著作 ， 对 我 们 来 说 一 个 
重要 的 事实 是 了 与 g 有 相同 的 动力 学 性 质 , 若 有 稠密 的 周期 
点 , 则 也 同 然 . 依 Banks 等 人 1992 年 在 美国 数学 月 刊 上 发 表 
的 结果 还 可 知 : 若 g 是 混沌 的 ，f 关于 g 自 共 轿 则 f 也 是 混沌 
的 ( 自 共 轿 的 概念 放宽 了 自 映射 连续 的 条 件 ). 而 对 有 的 要 求 是 
一 一 到 上 连续 且 逆 函数 连续 . 


例 取 f(z) 一 全 一 1)， hr) 二 x 十 4， 


h(x)=7x—4, g(r)= 生 z， 


5 
则 f(x)=h 1 go h(x). 
由 g"(z) 一 | 各 | = 容易 求 出 


~» 
AAA 
& 
i 
~ 
. 
cn| 心 
~ 
AN 
a 
| 
cn| 心 


| e+ 一 4 


Ax 


例 取 有 h(i) = sin? 于 | , 则 Logistic 映射 4z(1 一 x) 关于 
帐篷 变换 了 是 拓扑 共 思 的 . 


定理 3.1.5 Logistic 映射 f(x) = 4x(1 一 zx) 是 混合 的 ， 
且 周 期 点 是 稠密 的 . 
证 明 取 yE€ [0，1]， 记 xz= AICy) ， 由 定理 3.1.4, 全 
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的 周期 点 在 [0，1] 中 稠密 ， 故 存在 了 的 ps- 周期 点 序列 x; 使 
limze 一 了。 取 一 h(xs) ， 则 亦 有 limy, 一 y， 且 由 
Jr) = fo hr)) = hOTH (rT)) = hr) = yi, 

知 yi; 为 的 pi- 周期 点 . 取 I, J 为 [0, 1] 中 两 开 区 间 由 h 连 
续 知 h-1(7) 及 h-1(J) 仍 为 开 集 . 由 了 是 混合 的 , 对 zx€h 1(7) 
存在 使 T(x) E AI) 取 y 二 h(x)E1, 由 f(y) = 
户 (h(7z)) = 二 ACT*(x)) EJ 便 知 f 亦 是 混合 . 仍 借助 J. Banks 的 
结果 : X 为 实 直 线 上 的 任 一 子 集 , f: XX 一 XX 为 具有 混合 性 的 周 
期 点 稠密 的 连续 变换 ， 则 f 亦 有 对 初始 条 件 的 敏感 性 ， 即 可 知 
Logistic 映射 也 如 我 们 已 看 到 的 那样 对 初始 值 敏感 . 


至 此 可 以 综合 这 三 条 为 


定义 ” (Devaney) 设 DD 是 一 个 度量 空间 , 映射 /: D 一 D 
如 满足 下 列 三 条 件 ， 则 称 了 在 D 上 混沌: 

(iD 存在 6 盖 0, 使 对 任 给 es>0 和 任意 zxEDD,， 有 yGEDD 及 ) 
之 0, 使 | zx 一 y 1 外 <e，|l Poz) 一 产 (y) >>8， 其 中 上 。| 为 
DD 中 之 距离 ; 

(ii) 了 有 拓扑 传递 性 ; 

(iii) 的 周期 点 在 忆 中 的 稠密 . 


依 此 定义 ， 定 理 3.1.5 告诉 我 们 映射 4z(l 一 x) 在 [0， 
1] 上 是 混沌 的 ， 本 节 讨 论 混沌 的 方法 有 其 普遍 意义 ， 由 0 和 1 
构成 的 无 穷 序 列 的 全 体 组 成 的 集合 
Z, 一 ((aoaiat)|a 一 0 或 1) 
称 为 {0,1} 上 的 序列 空间 . 而 3, 上 动力 体系 的 研究 称 为 是 符号 
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动 力 体 系 . >, 上 的 (aoaiQ2"""*) 与 (bob1b2""* ) 之 距 离 定 义 为 
六 |24 二名. 位移 映射 :3 一 2 是 指 

o( (aoaias** )) 一 dlad2Qda** 
它 在 上 述 距 离 下 在 2 上 是 连续 的 .o 是 2, 上 的 混沌 ， 为 证 某 个 
映射 在 D 上 混沌 只 和 需 证 明 f 存 D 上 和 某 个 序列 空间 上 的 位 
移 映 射 拓扑 共 生 , 这 便 是 本 节 所 用 方法 的 本 质 . 但 发 现 同 胚 户 并 
非 轻 而 易 举 . 


§ 3. 2 人 周期 、 分 叉 及 Feigenbaum 常数 


关于 映射 族 f(x) = yx(1 一 x) 的 故事 尚未 完结 ， 当 0<< 
Ap<3 迭代 的 动力 学 性 质 较为 简单 ; 而 当 nr=4 时 上 已 呈 混 沌 性 
状 ， 那么 当 y€ [3, 4) 区 间 时 是 怎样 从 简单 走向 复杂 的 呢 ? 本 
节 将 讨论 这 条 通过 倍 周期 和 分 叉 走 向 混沌 的 道路 . 
当 p>3, 0 及 疡 一 1 一 去 均 为 排斥 不 动 点 ,在 [0，1] 中 除 
了 已 , 的 可 列 个 原 象 (存在 = 使 户 (z) = P, 的 xz 称 作 原 象 ) 之 
外 , 其 他 点 都 不 会 被 吸引 到 P, 去 ,0 的 原 象 为 0 和 1; 1 则 没有 
原 象 . 别 的 点 经 过 迭代 跑 到 哪儿 去 了 ?考虑 了 的 2- 正 周期 点 , 它 
是 四 次 方程 . 户 (z) = x ， 也 即 
HLApxz(l 一 zZ)] Li 一 Ar 一 z)] 一 =0 
的 解 . 除 解 0 及 已. 外 另 有 两 解 
au= [p+1+ Vm 2p— 3]/24, 
1 一 [Lp 二 1 一 Y 天 一 270 一 3]/217 
和 且 有 fw) 一 及 GD) 一 wu. 当 3<y< 过 1 十 V6 二 3.44949 时 ， 
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{fr G1 = FD| 1. 

由 定理 3.1.1 知 (u,/) 组 成 由 两 点 构成 的 吸引 子 . 而 在 pw 一 3 
处 , | 广 (P3) | 二 1 ,wu 二 =! 二 Ps, 吸引 点 P 一 分 为 二 发 生 第 一 次 
分 叉 (bifurcation). 当 p= 一 1 十 6 时 | 产 (| 一 1，z 又 一 分 
为 二 ; ! 也 同 然 . 于 是 二 点 吸引 子 分 叉 为 4 点 的 吸引 子 . 周期 加 
倍 的 过 程 可 以 不 断 继续 . 20 世纪 70 年 代 中 期 物理 学 家 M. 
Feigenbaum 对 此 映射 族 进行 了 细致 的 研究 ， 记 6 二 3, b= 二 1 十 
V6 ，*…，b, 为 使 f; 首次 有 2"- 周 期 点 的 分 叉 点 . 记 limb, =6. 
二 3.56944, 当 0>0， 情况 更 加 复杂 , 继续 出 现 24P (P 为 素数 
为 整数 ) 周期 点 ， 最 后 当 6 接近 3. 83 时 周期 3 出 现 了 ! 一 旦 
有 了 3- 周 期 点 ， 即 户 (x) == x 有 非 平 凡 解 ， 则 对 所 有 nn, 产 (z) 
一 工 也 有 非 平凡 解 . 这 就 是 Li 和 York1975 年 发 表 在 美国 数学 
月 刊 上 的 著名 论文 “周期 3 蕴含 着 混沌 ”所 揭示 的 真理 ， 确 而 
言 之 有 


定理 3.2.1 (Li-York) 车 f(x) 为 线段 I 中 的 连续 自 映 

射 , 若 上 有 3- 周 期 点 ， 则 对 一 切 正 整数 >， 三 有 周期 点 . 
证 明 微 积分 中 的 著名 的 中 介 值 定理 是 连续 映射 的 重要 特 
点 ， 依赖 它 可 以 证 明 ; 当 [a, 6j C7, f([a;6]) 必 I 时 必 有 x 
E€ [a, 5] 使 f(x。o) = zo. 又 车 [a, 5j]，[c, dj 为 1 的 两 个 子 
区 间 , f([a,6]) 必 [c,d] , 则 3 一 个 闭 区 间 JC[La,6], 使 f(7) 
= [c,d] 且 J 的 任何 真子 区 间 无 此 特性 .更 进一步 ,， 若 有 了 7 的 
一 串 闭 子 区 间 Jo, J1，…， Jri 使 fT) 祷 Jiyl ,k=0, 1, 2， 
,7 一 1， 则 存在 zoE€Jo 使 所 (zo) 一 zz。, 且 对 有 二 0, 1,2,…， 
?一 ]， 广 (xzo) € J;， 现 设 {x1, xz, ZX) 为 了 的 3- 周 期 轨 ， 则 
Jrza) 二 底 或 者 f(zs) = Xx，， 不妨 设 f(zxs) = xz, 于 是 f(x) 
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一 Zi 及 jz 一 z. 记 天 = [rs x2], Ki= [x:, Xx;3]， 则 当 
取 六 = 已 =… 一 J 一 天 J 一 民 1. 不 难 验证 Fo 地 .Je 成 
立 ,， 故 有 zoEJo, 使 r(x) 二 zxo ,生育 (zo)€ Ko, f° (ro) 
E 天 .于 是 zo 为 周期 点 ， 为 证 ze 是 wn- 周期 点 , 只 需 证 {x。， 
f(zo),"… ,了 /9 !'(xo)}) 两 两 不 同 确实 组 成 了 -周期 轨 . 现 反 证 这 
一 点 : 若 z 的 周期 小 于 n， 则 六 "(zo)》 必 与 某 一 个 (xo) 
(二 0,…，n 一 2) 相同 (约定 户 (zo) 二 xo) ,所 以 -i(xo) € 
天。 于 是 f° (xzo) E K, NN Kl = (x,}， 故 又 有 Zo = f(x0) 一 
jzo)) 二 f(zs) 一 Ts 冬天 此 为 矛盾 ! 曲 


倍 周期 分 叉 的 情况 可 以 从 图 3. 4 中 清楚 地 看 出 ， 图 中 横 坐 
标 是 参数 py 从 0 到 4 变化 ， 纵 坐标 是 不 动 点 在 [0，1] 中 的 位 
置 . 很 像 树干 和 树枝 、 最 后 是 密密麻麻 的 复杂 的 树叶 ， 


图 3.4 
Feigenbaum 还 发 现 分 又 点 序列 之 差 训 减 得 很 快 ,其 比值 的 
极限 存在 记 为 6， 即 有 
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加 

6 二 4. 6692016091029…. 时 间 是 1975 年 10 月 . 6 也 因此 被 命名 
为 Feigenbaum 常数 . 有趣 的 是 6 不仅 适用 于 Logistic 近 代 , 而 
且 对 满足 一 定 条 件 的 迭代 函数 类 是 普 适 的 ， 所 需 条 件 是 : 

a) /: [0，1] >R 的 光滑 函数 连续 、 可 微 ); 

b) f 单 峰 ， 在 了 的 最 大 值 处 的 二 阶 导 数 fCM) 关 0; 

c) 对 所 有 xz E [50,1j, ff 的 Schwarzian 导数 
8 -8 < 
因 其 普 适 性 有 人 甚至 将 它 与 常数 x、e 相提并论 , 足见 对 5 的 重 
视 程 度 . 

分 叉 点 序列 的 计算 并 不 容易 ,Feigenbaum 引入 了 超 吸 引 序 
列 St，& 一 1，2，…， 其 中 Se 为 关于 A 的 方程 


SrzZ) 一 


xa-if 1 1 
ft (2)= 2 
之 解 ， 而 有 趣 的 是 
lim 一 


量 S- 一 limS, 一 3. 56994, 又 称 作 Feigenbaum 点 , 它 是 混沌 的 入 
口 处 . 在 S- 左 边 的 是 倍 周期 树干 与 树枝 ; 在 它 右边 则 是 混沌 所 
管辖 的 树叶 . Feigenbaum 的 图 呈现 一 种 惊人 的 自 相似 性 , 对 固 
定 的 w>S- 在 纵 截 线 上 形成 有 如 Cantor 集 的 结构 . 人 们 甚至 算 
出 此 类 Cantor 集 的 分 维 维 数 约 为 0. 538， 所 有 这 些 细致 的 研究 
仍 要 借助 于 符号 动力 体系 . 

对 AE CS。 ,4], 我 们 从 图 3.5 (a) (b) 中 可 以 清楚 地 发 现 
在 w=4 有 一 段 含 盖 整 个 [0, 1] 区 间 的 带子 , 之 后 随 y 碱 小 而 
变 狭 直至 wm, 处 分 成 两 段 . 在 (mi, 4] 之 间 从 右 到 左 排 着 窗口 ， 
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越 来 越 细 ; 最 右边 是 3- 周 期 窗 、5、7 周期 窗 依 次 变 狭 … 从 
向 左 妈 继续 减 小 到 mm 分 成 四 段 、 中 间 的 周期 窗 的 周期 分 别 为 
6，10，14…. 在 [0, 1] 区 间 随 y 的 减 小 而 成 倍 的 分 段 过 程 中 
又 产生 序列 mz， limpu =— me Do. ， 且 仍 有 ( 依 Gropmann 和 


图 3.5 (b》 


。 70.。 


Lt 


LL~! 


Thomae 的 实验 结果 ) 


当 人 们 为 这 些 图 形 的 美妙 而 惊讶 时 ， 却 发 现 早 在 Li-York 奢 动 
科学 界 的 著名 论文 发 表 前 10 年 ,前 苏联 数学 家 A. N. Sarkovski 
就 发 现 过 一 个 更 加 深刻 而 惊人 的 Sarkovski 定理 . 他 引入 书 序 ， 
将 全 体 自然 数 重新 排序 为 
3<5< 7…< 2 十 1<22 十 3…<， 
2.3<2.5 必 2.7…<2. (2n 十 1)<2. (2 十 3)…<， 


weosos 


2.<427 < 2<2<12<241. 
请 读者 欣赏 这 一 排序 方式 中 各 排 之 间 的 相似 性 . 


定理 3.2.2 设 /xz) 为 线段 IT 上 的 连续 自 映射 fF 有 m- 周 
期 点 ， 则 当 mw<In 时 有 -周期 点 . 


取 m 二 3 的 特例 就 是 Li-York 定理 . 真是 山 外 有 山 ,天 外 有 
天 ， 此 定理 的 简化 证 明 可 参看 张 景 中 、 能 金城 的 有 趣 新 作 :《 函 
数 迭 代 与 一 维 动力 系统 》 四 川 教育 出 版 社 ，1992 年 出 版 . 


§ 3.3 奇异 吸引 子 、 分 形 及 其 维 数 


一 维和 迭代 映射 已 经 如 此 丰富 ， 高 维 微分 动力 系统 如 耗 散 动 
力 系统 所 呈现 的 画面 将 更 加 迷人 . 一 个 微分 动力 系统 可 由 下 式 
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描述 ， 


全 = F(X()), t>0. 


X(0) 为 初始 条 件 ， ew 为 系 动 在 时 刻 上 的 状态 X(') 是 多 维 
的 ,FF 也 是 多 维 的 ， 其 值 域 为 状态 空间 . 方程 的 特 解 在 状态 空间 


中 描 出 一 个 轨道 ， > 2 他 <0 时 ， 耗 散 系统 的 轨道 就 被 吸引 到 


称 为 奇异 吸引 子 的 集合 上 ， 这 些 轨道 也 呈现 对 初 值 的 敏感 ， 表 
现 出 随机 性 ， 解 微分 方程 常用 数值 方法 ， 记 两 次 采样 间 的 步 长 
记 为 凡 ， 则 方程 可 由 下 式 逼 近 ， 
Xt) — XE,) = hF (XE)). 
于 是 我 们 又 有 关 (t,y1) 一 A(X(,)) ， 其 中 f==hF 十 XX， 又 回 到 
了 离散 的 动力 系统 . 
最 著名 的 例子 是 Lorenz (1963) 所 考虑 的 模拟 环球 气象 的 

动力 系统 : 

= oy — 2), 

他 一 一 XZ 十 rz 一 yy， 


大 二 2 一 be. 


取 c=10，r 一 28，8 一 8/3， 解 轨道 表现 出 对 初 值 的 敏感 和 无 法 
预料 的 波动 . 图 3.6 所 呈现 的 是 Lorenz 吸引 子 的 数值 逼近 
《Berliner 教授 所 绘 ). 多 像 是 一 只 蝴蝶 ! 方程 的 真实 解 为 图 3.7 
所 示 . 这 是 一 个 稳定 的 、 低 维 的 和 非 周期 的 奇异 吸引 子 ， 其 轨 
道 水 不 自 交 .Gleick 说 过 : 混沌 的 全 部 丰富 内 容 尽 在 其 中 ! 
1976 年 法 国 天 文学 家 Michel Henon 提出 一 组 二 维 映射 ， 
H(zx,y) = (1 yO— ax’,br). 
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图 3.7 
在 近代 过 程 中 Tit 二 1 十 yi 一 axi， +1 一 DT 它 由 三 个 变换 复合 
而 成 : 再 (z,y) 二 态 ;。H;*。Hi* (zy)， 其 中 已 ;为 在 > 坐标 
上 的 非 线性 弯曲 ，H; 为 x 方向 的 压缩 ， 石 ; 为 关于 对 角 线 的 反 
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射 . 取 a 一 1.4， 5 二 0. 3， 随 着 系统 的 演化 就 得 到 著名 的 Henon 
吸引 子 . 所 谓 吸 引子 依 Ruelle 的 定义 是 


定义 ”NM 为 相 空 间 , 了 为 一 上 映射， 开 集 UCM, 若 当 t 足够 
大 时 对 每 一 个 VD4 都 有 /UCV, 且 对 所 有 1, 4 一 4 时 则 4 


称 为 是 以 为 基本 邻 域 的 吸引 集 ， 开 集 [」(P)-7 为 4 的 吸 
附 域 ， 小 的 吸引 集 又 常 称 作 吸引 子 . 


吸引 子 大 体 可 以 分 为 四 类 : 吸引 不 动 点 ; 吸引 周期 轨 ， 拟 
周期 吸引 子 ; 以 及 奇异 豚 引 子 .所谓 4 是 一 个 奇异 吸引 子 一 般 
有 如 下 特点 : a) 对 初始 值 敏感 ; b) 4 是 一 个 吸引 子 ; ec) 4 有 
分 形 几何 结构 ; d) 4 不 能 分 成 两 个 不 同 的 吸引 子 . 对 奇异 吸引 
子 4 中 的 任何 点 X 在 基本 邻 域 7 中 都 存在 初始 值 使 其 轨道 与 
X 任意 接近 . Henon 映射 所 产生 的 吸引 子 如 图 3. 8 所 示 正 是 这 
样 一 个 奇异 吸引 子 ， 它 也 被 称 为 是 混沌 的 。 其 分 形 维 数 经 实验 
计算 为 1. 28 左右 . 


图 3.8 
可 以 形象 地 讲 分 形 是 混沌 的 签名 ， 不 仅 奇 异 吸引 子 本 身 呈 
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分 形 结构 ， 而 吸附 域 的 边界 也 往往 呈现 分 形 结构 ， 为 了 能 数量 
化 地 刻画 对 初始 值 敏感 的 奇异 吸引 子 的 性 状 ， 需 要 进一步 讨论 
多 维 Lyapunov 谱 与 分 形 的 维 数 . 

粗略 而 言 ， 在 系统 随时 间 演 化 的 过 程 中 初始 状态 发 生 小 拢 
动 AX。 时 , z 次 迭代 后 系统 的 变化 AX, 增加 或 减少 的 指数 速度 
就 是 其 Lyapunov 指数 ， 记 X, = F(X,_1) 为 m 维 空间 中 的 迭 
代 , 正在 X, 处 的 Jocobian 记 为 J.， ， 上 为 mXm 矩阵 的 模 . 
则 当 

lim Tlog [J JAK, 


存在 时 就 是 最 大 的 Lyapunov 指数 . 以 F 是 线性 变换 为 例 , 若 X， 
一 4X,_ 1， 则 X= AXo,, 7; 为 4 的 特征 根 (det (人 灯 — A)=0 的 
根 ). 4=log 17;|, 并 将 i 调整 次 序 使 入 宇 罗 二 … 之 如， 则 最 大 的 
特征 根 模 的 对 数 就 是 Lyapunov 指数 . 当 >>0 时 , 提示 了 奇异 
吸引 子 与 混沌 ， 对 于 非 线 性 迭代 , 扰动 依 Taylor 展开 可 近似 表 
为 AX, 二 T'AX。, 其 中 区 二 J,,…Jo. 问题 是 上 述 极限 是 否 存在 ? 
其 值 将 是 否 依赖 于 初始 值 X,? 好 在 有 多 重 遍 历 性 定理 保证 了 不 
依赖 于 X。 的 极限 存在 。( 又 是 遍历 性 !) 


定理 3.3.1 (Oseledec, 1968) ”多 重 遍 历 性 定理 P 为 空 
间 D 上 的 概率 测度 , 保 测 变换 f 是 遍历 的 .了 : D> {J%xw: x 
xm 矩阵} 是 可 测 的 《在 我 们 要 用 的 讨论 中 工 即 切 映射 是 f 
在 z 处 的 Jocobian) 且 Ee [log* 上 TCX) 和] <se， 其 中 log+z 
一 0Vlogu. 上 ， 中 为 xm 维 空 间 中 的 欧 氏 模 记 T* = 


开 TCrCX))， 则 关于 测 讼 P 几乎 处 处 有 
k=0 
lim (TX TI)# = Ax, 


as。 TO6。 


《其 中 TY 为 T% 的 伴随 矩阵 )， 


Ax 的 特征 根 的 对 数 称 为 Lyapunov 指数 谱 ， 记 为 如 之 胃 之 
… 之 4， 并 由 此 定义 空间 


E® = {(X, € RMCXo < NA}. 
则 定理 3，3，1 的 推论 是 当 wxEE?\E ?时 几乎 处 处 有 
lim 7log | Tull 一 4 


特别 当 ww 区 EE?， 几 乎 处 处 成 立 
lim Tlog | Te 一 和 
相对 R”"，E 是 一 个 低 维 的 子 集 ， 因 而 有 了 我 们 所 企 望 的 对 大 


部 分 <, 极限 A 是 存在 的 . 的 几何 意义 是 ext“…?*% 为 维 体积 
元 4XCG) 人 … 人 AX() 的 增长 比例 因子 , 当 AX(Q2) 为 无 穷 维 


的 ,入 就 是 其 指数 增长 速度 . 2 人 二 9, 膨胀 变 为 压缩 . 2 = 
0 表示 变换 保持 & 维 体积 不 变 . 


例 对 Heknon 映射 = | 7 


0. 42， A 二 一 1, 62. 奇异 性 有 了 量化 表示 . 对 Lorenz 上 映射 


—o o 0 


1 
| 9» [7|=—6=0. 3， A 二 
0 


y Zz —b 
由 实验 及 关于 系统 轨迹 的 考量 可 以 得 出 : 入 二 0. 9 罗 二 0， 二 
一 12, 8. 在 某 些 方向 上 体积 缩小 的 速度 是 惊人 的 : 正 Lyapunov 
指数 反映 出 奇异 性 , 提示 混沌 现象 ; 反之 , 负 的 Lyapunov 指数 
所 描绘 的 是 稳定 或 周期 状态 . 

。77。 


分 形 fractal 一 词 是 分 形 几 何 之 父 Benoit Mandelbort 创造 
的 ， 是 由 拉丁 文 fractus 〈 意 为 破碎 、 断 片 )、 英 文 fraction (分 
数 ) 启发 而 得 . Mandelbort1924 年 生 于 华沙 , 1936 年 随 家 庭 迁 往 
巴黎 ，1958 年 在 美国 定居 开始 其 异国 科研 生涯 .他 费 声 全 球 的 
两 本 著作 是 《 构 形 、 机 会 与 维 数 》»，1977 及 《自然 界 的 分 形 几 何 
学 》，1982. 分 形 维 数 是 分 形 数量 化 的 外 在 表现 ， 分 形 概念 的 本 
质 在 于 其 几何 特征 : 这 种 集合 在 几乎 每 一 点 的 领域 里 点 的 分 布 
显得 莞 稠 不 一 、 散 乱 零落 ;几乎 每 一 点 都 没有 切线 ;分 形 集 在 
几何 上 有 某 种 自 相似 性 ， 分 形 最 典型 的 例子 是 数学 上 最 有 名 的 


Cantor 集 . 它 是 由 [0, 1 线段 不 断 地 依次 去 摔 子 区 间 | 去 ,过 | 、 
| 言 ,二 | .| 羡 , 且 | …， 直 至 无 穷 所 剩 下 的 集合 . 也 被 叫 作 Can- 
tor 尘埃 , 它 是 个 闭 集 但 其 Lesbegue 测度 为 0. 把 Cantor 集 一 分 
为 二 ,每 一 部 分 又 是 缩小 了 二 的 完全 一 样 的 Cantor 集 ! 这 就 是 
自 相似 . 在 Mandelbort 最 初 的 定义 中 分 形 是 其 Hausdorff 维 数 
严格 大 于 拓扑 维 数 的 集合 (集合 的 拓扑 维 数 总 是 整数 ). 但 这 把 
一 些 Hausdorff 维 数 为 整数 的 明显 分 形 集 排除 在 外 ， 至 今 仍 没 
有 关于 分 形 的 普遍 认同 的 定义 , 而 一 般 认为 称 一 个 集合 FF 为 分 
形 集 应 有 以 下 性 质 : 

GD F 有 精细 结构 ， 即 有 任意 小 比例 的 细节 ， 

(ii) 下 很 不 规则 ， 其 局 部 与 整体 不 能 用 传统 的 几何 加 以 措 
述 ; 

(ii) FR 有 自 相似 的 结构 ; 

(iv) 的 分 形 维 数 常 大 于 拓扑 维 数 

(v) 下 能 以 非常 简单 的 方式 定义 ， 可 能 由 迭代 产生 . 


最 著名 的 Mandelbort 集 是 由 复 迭 代 =->x 对 十 < 产生 的 ， 此 
* 78* 


分 形 集 合 如 图 3. 9 所 示 (最 后 小 图 为 第 一 图 的 300 000 000 倍 ). 


图 3.9 

由 于 Cantor 集 为 零 测度 集 , 通常 欧 氏 空间 的 度量 方法 无 法 
比较 分 形 集 的 大 小 ， 所 以 势必 要 引进 分 形 维 数 的 概念 ， 一 个 毛 
线 团 ， 远 看 是 一 个 点 算 0 维 ， 近 看 是 一 个 3 维 球 ， 再 细 看 又 是 由 
一 维 的 线 缠绕 而 成 的 有 着 更 精细 的 结构 ， 可 见 讲 维 数 是 与 尺度 
有 关 的 ， 集 合 的 一 种 不 依赖 于 尺度 的 内 在 性 质 衡量 了 集合 复杂 
度 . 分 形 集 在 一 定 尺度 范围 内 有 这 种 无 尺度 性 ， 借 用 尺子 丈量 
长 度 和 面积 的 想法 引入 


定义 巨 为 下 "中 的 非 空子 集 ， 记 N.CE) 为 盖 住 集合 已 所 
需 的 直径 为 es 的 闭 球 的 最 少 个 数 ， 则 E 的 计 盒 维 数 为 
logN.(E) 


Ds (五 ) > 一 lim loge . 


ea TO。 


注 ; 上 述 极限 可 能 不 存在 ， 于 是 可 以 引入 上 极限 和 下 极限 
当 两 者 相等 时 定义 其 为 Ds。 容 易 证 明 
co， 当 a 二 DslE)， 
0， 当 a > Dp(E). 
又 若 ECR 有 界 ,，r 之 2 为 整数 ，G, 为 以 一 为 边 长 的 互 不 相交 
的 一 族 小 立方 体 , 其 全 体 覆 盖 了 已 , 则 N,(E) = 覆盖 E 的 G, 中 
小 立方 体 的 最 少 个 数 仍 有 


Dap(E) = lim 


limN.(E)e’ = 1 
Ee0 - 


logN, CE) 

logr” 
当 ECF 时 , 显然 有 Da(E) Ds(F)， 而 对 两 集 E、 环 ， 
Da(E U F) = Ds(E) V Ds(F) .但 有 限 并 不 能 推广 到 可 列 个 
集合 的 并 . 有 例子 表明 Ds( UE) > supDs(E) 。 


定理 3.3.2 五 为 及 "中 的 非 空 有 界 集合 , 则 当 互 为 有 限 集 
时 , Da(E) = 0, 当 马 含有 R" 中 开 集 时 , Da(E) =m; 且 总 有 
Dgs(E) < m. 

证 明 记 V 为 以 上 为 边 长 的 mx 维 立 方 体 ，ECV. 取 r=2 
则 和 N,(E) 志 N,V) = "2w .所 以 Ds(E) 生 Ds(V) 一 m. 而 
当 开 集 BCE 时 B 中 含有 m 维 立方 体 ， 所 以 Dsa(E) 宇 mm， 综 
合 即 有 Ds(E) = mx、 当 E 为 有 限 点 集 ， 当 nn 充分 大 N,.《E) 一 
k， 故 Das(E) 二 0. 


例 Cantor 集 C 的 计 盒 维 数 Ds(C) 可 计算 如 下 ， 取 G, 为 
形 如 | 未， 三 二 | 的 3 进位 网 格 族 ， 则 N.CC) == 2 ， 
Dg(C) = log2"/log3" = log?2/log3 = 0. 6309. 
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定义 5:D-~D 称 为 是 D 上 的 压缩 , 是 指 存在 0<<c 过 1, 对 
任何 +，y€ED 都 有 11S(z) 一 SG) 委 cllz 一 yl 成 立 ， 当 等 号 
成 立时 压缩 就 称 为 是 相似 的 ,c 称 为 压缩 比 . 若 映 射 族 S,，…， 
Ss。: R">R*” 是 相似 的 且 各 有 压缩 比 c;, i 二 1，…， mx， 则 在 这 


映射 族 下 的 不 变 集 称 为 自 相似 集 ; 满足 > cs 一 1 的 S 称 为 自 


相似 集 一 S.CE) 的 自 相似 维 数 ， 记 为 Ds(E). 


机 容易 验证 对 Cantor 集 C, 满足 (3) + ( 引 = 1 的 


log2 
S 为 Jog2 Jjogs 即 Ds(C》 = 0. 6309. 


定义 令 ECR",e>0, 车 一 组 可 列 个 集合 {EE,} 满足 【 


已 ， 且 对 任何 上 有 | 天 | 委 e<1， 其 中 | :| 为 集合 直径 (集合 中 
两 点 的 最 大 距离 )， 则 称 {E} 为 的 一 个 -覆盖 . 


记 , H*(E) 一 lim{ 2 El"| {EB4) 为 E 的 6 覆盖 }. 
当 | 和 se<1，| 玉 | 是 “的 增 函 数 ， 于 是 H"(E) 为 a 的 减 函 
数 ， 而 且 一 旦 有 “使 五 (BE) <co 时 ， 则 对 所 有 8>“ 有 HACE) 
一 0 (参看 计 盒 维 数 定义 的 注 )， 于 是 又 可 以 


定义 ”对 ECR", 满足 当 a 二 a(E) 时 HH(E) 一 co a > 
a(E) 时 HH'(E) =0 的 唯一 实数 称 为 E 的 Hausdorff 维 数 , 记 为 
Du(E)》， 也 即 


Dnu(E) = inf{a > 0|H°(E) 一 0)， 


。 BT。 


注 Da( U 所 ) 一 supDn(E); 对 R" 之 E 便 有 Dn(E) 
过 Da(lE) < n, 

”Hausdorff 维 数 与 计 盒 维 数 都 涉及 覆盖 ,但 前 者 可 用 大 小 
不 同 的 集合 覆盖 , 而 后 者 用 以 覆盖 的 集合 直径 一 样 , 所 以 Dr 似 
乎 更 准确 一 些 ， 也 有 文献 研究 从 内 部 填充 的 填充 维 数 ， 从 注 可 
知 Dr 在 满足 可 列 并 的 等 式 方面 是 对 Ds 的 改进 ，Ds 为 Dr 的 
上 界 . Hausdorff 维 数 的 计算 也 并 不 容易 , 但 有 下 面 有 用 的 定理 


定理 3.3.3 5S,,…，, S, 为 相似 映射 , 若 存在 非 空 的 有 界 开 
Du(E) = Ds( 匹 ) = Ds(E). 


证 明 可 参看 Kenneth Falconer 的 《分 形 几何 》 一 书 . 


例 Koch 曲线 是 自 相似 分 形 的 典型 例子 ， 所 是 由 慑 简单 的 
迭代 机 制 产生 的 ; 以 一 段 直 线 为 初始 值 ， 将 它 缩短 十 亏 后 用 四 段 
拼接 起 来 ， 每 次 达 代 为 

S(A) 一 (4) US (4) U SCA) lL SA). 
其 中 Si:(Czy) 一 | 雪 z, 志 > ， 


zs (Z 3y) -一 [4z- y+ 1,Y3y+ 1,| » 
S, (zDD ~ [于 二 y+ 十 ， 
V3 3), 
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Si:Czyy) ~ 于 十 卫 , 村 y . 


这 是 瑞典 数学 家 Helge von Koch1904 年 引入 的 ， 也 称 作 雪花 曲 
线形 如 图 3. 10. 


图 3.10 

读者 可 以 将 它 与 现实 生活 中 的 雪花 作 比较 ， 它 的 相似 维 数 
为 log4/log3 二 1. 2619. 

例 除 确定 性 集合 之 外 ,由 随机 过 程 叉 (2) 的 实现 所 产生 的 
值 域 集合 RR 二 {X(t,w) 1t E TT) ,水平 集合 L= {: ETIX(,w) 
三 外) 及 图 集 G = ((t, 久 (1 ,w))1t ET) 的 分 形 性 质 是 统计 学 者 
所 关心 的 ， 对 Brown 运动 BQ) 有 Da (CR) = 2,Du(L) = 地 
Da(G) 一 1.5, 从 而 表现 出 Brown 运动 轨道 的 不 规则 特性 . 
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从 统计 学 的 眼光 看 ， 在 混沌 所 产生 的 奇异 吸引 子 上 演化 过 
程 访问 吸引 子 上 各 点 的 次 数 是 不 一 样 多 的 .于 是 有 必要 考虑 其 
上 的 概率 分 布 . 为 使 讨论 简化 , 仅 考 虚 R" 上 定义 的 概率 测度 ps， 
A(E),E € R" 代表 和 集合 E 上 的 概率 . 使 AKC) 0 的 集合 称 为 
上 的 支撑 .比如 一 维 正 态 分 布 的 支撑 就 是 R, 而 CrL0,1] 的 支撑 
为 [0，1] 区 间 等 等 . 车 J 是 Rr? 上 的 绝对 连续 分 布 ， 则 (EE) 
.之 0 意味 着 巨 的 Lebesgue 测度 为 正 ， 所 以 由 定理 3,. 3.2 知 
DntE) 一 中 ， 此 时 称 关 为 二 维 的 . 但 在 一 般 复杂 的 情形 ，w 将 
在 [0，?] 的 Borel 子 集 上 有 一 个 维 数 分 布 . 


定义 记 多 (R") 为 尽 中 的 Borel 子 集 全 体 , w 在 区 间 [0， 
oj，a<<z 上 的 Hausdorff 维 数 分 布 为 
pr(L0,aj) = sup{ACB)IDar(B) Sa,B € BR"))}. 


有 了 此 维 数 分 布 就 可 以 把 Dn 看 成 服 其 pe 分布 的 随机 变 
量 , 于 是 可 以 定义 平均 Hausdorff 维 数 为 ECDn) . 当 pn 为 单 
点 分 布 时 ， 表 明 存 在 Borel 集 BB, 其 Di(B) =ay 使 A(B) 一 1 
， 而 对 任何 已 当 Da(E) <e 时 Ap (CE) 二 0. 这 时 Dn(B) 一 a 才 
是 精确 的 . 下 面 定 义 逐 点 维 数 , 记 BC(z,e) 为 以 xz 为 中 心 , 以 & 
为 半径 的 小 球 ， 则 有 


定义 ”测度 pw 在 点 zx 的 逐 点 维 数 w.(z) 为 


aux( 工 ) 一 lim logp B(z 677， 
有 ORgE 


Q(z) 在 文献 中 也 被 称 为 是 局 部 Holder 指数 . 


an(z) 与 pn([0,aj) 的 相互 关系 为 
。84 。 


定理 3.3.4 沿用 上 述 记号 ， 对 每 一 个 a 之 0 记 天 。 = 
(zla(z) 委 a}， 则 
GQ) Dua(K.) Sa; 
(ii) pCK,) = pu([0,a]). 
证 明 ” 设 有 一 串 不 交 的 闭 球 {8,) 覆盖 天 。 且 满 足 e 之 1B4 
一 2p(BD*, 其 中 ws<e， 所 以 ， 令 B 为 任 取 的 之 x 的 数 ， 则 
1B4 一 2 Ap(BD < 2 DN plB)E 


是 名 
2D p(B) < 24 
C3 


因此 , HSCK) 声 28 之 oo0,- 帮 有 Du(K,) 志 a 
Gi) 得 证 . 
由 定义 x(K。) 委 yu([L0. aj), 再 证 另 一 方向 即 得 所 和 欲 证 . 


定理 的 一 个 重要 推论 是 当 上 有 精确 的 Hausdorff 维 数 a 
时 ， 关 于 测度 x 几乎 处 处 有 w(z) = a .这 使 我 们 在 y 未 知 时 
基于 数据 来 估计 Ds 成 为 可 能 ， 如 果 说 逐 点 维 数 仅 着 眼 于 局 部 
情形 ， 那 么 信息 维 数 和 相关 维 数 则 基于 对 朴 密 不 一 的 集合 的 整 
体 考量 . 有 了 概率 测度 Kw， 记 B(z,e) 的 测度 为 上 Cz)， 则 可 有 


定义 ”的 L 模 定义 为 
Nels = (ECCr)) 3, 


这 是 距离 与 变 差 概念 的 推广 与 抽象 ， 基 于 此 又 有 : 


定义 4 的 g 阶 Renyi 信息 维 数 为 
。85。 


1 logllpeells 
Da, = lim loge 


定义 记 4,.= {(z,y)lz 一 省 志 引 ,关于 测度 x， 记 
Cle) 二 pyX pn(4.) . (文献 中 称 为 相关 积分 ,4X jp 为 乘积 测度 ， 
即 重 积分 14p(dz)p(ady).) 


logC,(e)» 


De = lim loge 


称 为 是 py 的 相关 维 数 . 


定义 /的 信息 维 数 定义 为 


ElQogu(B(z,e))) 


D' = lim loge 


易 见 Pa.:= 王 Dec， 这 是 因为 
C,(e) 一 arcaryay) = Ex(B(z;e)) = hh 
而 lm Da。 一 Dr， 这 可 由 
lim(E(p(B(z,e))))? = Ellogu( BCz,e))] 
得 知 ， 在 实际 中 C,(e) 可 用 基于 观察 值 的 Cv(e) 来 天 近 ， 其 中 
Cnv(e) = 南 ” {zs Nz ~ yl ee). 


NN 代表 吸引 子 上 全 部 观察 数 ,分 子 为 距离 小 于 。 的 观察 点 对 数 . 
若 吸 引 集 可 由 Ne) 个 小 球 所 覆盖 , 记 ; 为 4 在 第 ;个 小 体积 


Ce 


元 上 的 概率 ,并 记 五 (e) = 一 >)xlogrm， 则 太 (e) 是 
1 一 了 


E [logw(B(z,e)] 的 近似 ， 于 是 Dr = lim "中. 信息 维 数 
. 86* 


也 因 瓦 (') 与 灼 联系 而 得 名 人们 自然 也 对 不 同 维 数 定义 之 
间 的 关系 感 兴趣 ， 由 凸 函 数 的 性 质 及 Jensen 不 等 式 可 以 证 明 : 
Ds 之 Dn 之 Di 之 Do. 

“分 形 的 相关 维 数 ” 是 物理 文献 中 出 现 的 说 法 ， 有 时 会 误 
导读 者 . 这 一 说 法 没 能 区 分 分 形 与 分 形 集中 的 概率 分 布 的 不 同 . 
两 者 的 研究 都 能 提供 有 关 动 力 系 统 演化 中 结构 复杂 性 、 不 均匀 
性 方面 的 信息 ， 混 沌 动力 系统 的 遍历 测度 维 数 的 正则 性 使 逐 点 
维 数 关于 py 几乎 处 处 为 常数 ， 且 等 于 支撑 px 所 需 最 小 集合 的 
Hausdorff 维 数 ， 正 是 这 一 点 使 人 们 有 可 能 基于 物理 实验 观察 
数据 来 估计 维 数 . 在 ww(z) 三 a 的 情形 称 吸引 子 为 齐 次 分 形 , 而 
当 a(z) 依赖 xz, py 有 一 个 分 布 时 称 吸 引子 为 多 重 分 形 , 其 研究 
日 趋 活 跃 . (英文 为 Multifractal. ) 

从 本 节 引 入 的 Lyapunov 指数 久光 汪 … 出 发 还 可 引入 


定义 记 j= max{&| 罗 十 … 十 丸 衬 0)， 
则 
Ai 十 1 十 Ai 
[Ari | 


Di 一 J 十 
称 为 是 映射 f 的 Lyapunov 维 数 . 


Dj 与 f 所 产生 的 吸引 子 的 维 数 之 间 也 有 本 质 的 关系 , 1981 
年 Ff. Ledrappier 证 明了 Di 宇 Dn, 1979 年 Kaplan 和 York 曾 猜 
想 Di 一 Dyn， 1982 年 Young 对 二 维 情形 证 明了 车 p 为 映射 f 的 


不 变 测度 , 且 >% 则 Dn 一 如 (/)| 计 一 光 ] ,其 中 心 (7 为 
了 关于 wp 的 Kolmogrov 焙 ， 当 为 汪 0 汪 加 时 有 (1) 一 为, 于 是 

从 
Dn» = ax 元 一 这] 一 ] 十 人 二 Dj. 但 1983 年 ， Grassbeger 和 
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定义 函数 五 (Pi ,…,P,) 称 为 是 (2， 久 ， P) (其 中 P= 
{P;，i 二 1，…，n}) 的 Shannon 毁 . 


定理 3. 4. 1 对 确定 的 ”， 等 概率 分 布 比 不 等 概率 分 布 有 更 
大 的 炉 ， 即 


一 max {H(P,*,P,), SP, 一 1,P,> 0}. 


证 明 由 logzx 是 严格 凹 函数 , 先 设 已 >0, 故 一 >PlogP 


Ll 1 n P, 1 . 1 ~ 
一 DPlogB < togl >) | 一 logn = HH 去 ,… 坟 | ; 


i=1 于 
若 有 已 一 0, 则 妃 (0,PomwPJs 有 二 < 
吕 荆 | 
n n 


2. Kolmogrov 焕 与 拓扑 焕 
对 8 3. 1 中 的 锯齿 变换 SCz) = 2zCmod 1),Q = [0,1],S; 
02 一 0 的 不 变 测度 为 U [0，1] 也 即 Lebesgue 测度 mw， 令 6 一 


(Lo, 到 | [3 1): Ws = { (4) 1 
《 单 点 测度 为 0 不 影响 下 面 讨论 )， 且 有 

车 已 知 x,SCz),S*(x),…,S”'(x) 的 信息 定 出 S"(z) 的 条 件 不 
确定 度 ， 并 考虑 其 当 n>oo 时 的 极限 就 是 映射 S 关于 上 的 Kol- 


mogrov 箭 的 大 致 含义 ， 确 而 言 之 ， 记 上 一 (4 A) 为 02 之 
es。 91。 


一 有 限 分 划 . 广 :(6) = 《1(40),…,/'(41)) 也 是 2 的 一 有 
限 分 划 ， 记 
0 =é€YV FV Vf "(= V 三 (5)， 
(因为 有 可 能 是 多 对 一 的 映射 ， 所 以 取 广 :) ，6" 为 映射 在 长 
为 n 的 时 间 段 内 生成 的 分 划 . 已 知 , 广 : (6) 的 条 件 不 确定 度 
为 HHCf-1(8)| 人 ). 依 Shannon 人 ( 记 p 这 为 (0, 多) 上 的 测度 ) 
五 ( 广 :()16) 
= DpA)(— ZKC 广 (4D)14D)logn(C 广 (4D)14)j 
由 炉 的 性 质 (3)， “ 
刀 ( 广 !((6)16) = HEY (6)) — HE). 
类 似 可 推出 
H(Of-"(E€)1E™) 一 五 (Eee+D) _ 五 (6 )， 


定义 《为 8 的 有 限 分 划 ; f: 02 一 0 为 可 测 变换 ，f 关于 
的 焙 定 义 为 
h.(f,£) 一 limH(f™"(é§) |é™), 


即 为 之 Kolmogrov 丧 . 


式 中 的 上 确 界 是 对 所 有 有 限 分 划 取 的 ， 


定理 3.4.2 若 j 为 2, .多 ,1) 上 的 保 测 变换 , 则 对 0 的 
任 一 有 限 分 划 上 < 有 


limH Cf"(€) 1é") 一 lim LHCé™). 
站 92 o. 


证 明 由 地 的 保 测 性 知 pk( 广 :(4)) = AKC4) ， 于 是 亦 有 
HH(f-'(&)) = 万 (5. 仍 由 (3) 
HOF(E) NO)= HOTAE) V ©) — HE) 

= HO EY VB — H(AE)) 

= HC(EI1f' CE)), 
于 是 由 归纳 法 易 证 

HCO" (ENE®) = HEIE®+D). 

由 "之 "1D 知 右 (/"(6)|&") 关于 单调， 故 极 限 存在 , 反 
复 利 用 (3) 知 


于 一 1 
HGE™)= HC(€) 十 >) 百 ( 广 :16 ) 
it 一 1 四 
n—1 
= PHO (ENE®) 


A—l1 
= OHNE®), 
于 是 
于 一 
lim LH")= lim 二 DY HCEIE®) 


= limH(é|Ié®) = limH( "EE"Y). 0 


定理 给 出 了 与 定义 等 价 的 一 个 条 件 ， 它 的 直观 含义 是 在 映 
射 不 断 选 代 的 过 程 中 的 平均 信息 再 创造 二 CG"). 另 一 个 
重要 事实 是 Kolmogrov 焙 是 共 罗 保 测 变换 的 不 变量 . 

在 一 般 的 拓扑 空间 中 并 没有 测度 的 概念 . 但 当 X 为 一 个 紧 
的 Hansdorff 空间 时 ，X 有 有 限 的 开 覆 盖 .一 (4 ，…，44)} 
(想象 一 下 闭 区 间 可 以 用 有 限 个 开 集 材 盖 )， 若 .x 中 的 子 集合 
族 也 能 获 盖 X 则 称 为 是 其 子 覆 盖 ，.ex 中 开 集 数 最 少 的 子 覆盖 

。 0 了 3 了。 


称 为 是 极 小 子 逆 盖 . 极 小 子 覆盖 中 元 素 的 个 数 记 为 N -x), 并 
赋 其 中 每 一 开 集 以 相同 的 概率 二 zz5， 则 可 知 其 Shannon 入 
为 


记 为 电 (-2). 与 EV 7 类似 定义 YYV 多 (名 为 另 一 开 履 盖 ), 则 
有 
N(x V BB) RN NDB). 


因而 H(AV 8) 所 H(A) 十 H(B). 记 N(Y ,fn) 为 覆 
益 V 广 “<z) 中 极 小 子 覆盖 的 元 素 个 数 , 则 


定义 连续 映射 了 关于 有 限 子 覆盖 .wx 的 拓扑 炉 为 
hf ,97) 一 lim 士 H('V 广 :Cex))， 据 此 又 定义 紧 Hausdorff 
拓扑 空间 XX 上 的 连续 映射 了 的 拓扑 箭 为 

h.(f) == sup{h.(f ,2 ):weY 为 XX 之 有 限 开 覆盖 }. 


拓扑 粮 与 Kolmogrov 简 的 关系 有 如 下 : 


定理 3. 4.3 xy 为 紧 拓 扑 空间 X 上 的 连续 映射 ， 则 
h(f) = sup (hh.( 放 :测度 关于 了 遍历 ). 


Ruelle 在 1978 年 还 得 到 一 个 建立 Kolmogrov 焕 与 Lya- 
punov 指数 之 间 关 系 的 重要 结果 : 若 f 为 有 限 维 流 型 上 的 可 微 
映射 ，p 为 遍历 测度 ， 则 

hf) < > 


i >0 
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这 期 间 Pesin (1977)、F. Ledrappier (1985) 等 人 在 一 定 条 件 下 
建立 了 


A = | BD Namz)dpr) 


A (z)>0 


的 充分 必要 条 件 ， 称 为 Pesin 公式 ， 其 中 尺 (z) 为 在 点 z 处 的 
Lyapunov 指数 , wu(z) 为 特征 根 入 (x) 的 重 数 . Ar.) 为 不 变 测 
度 ， 这 些 结果 表明 正 Lyapunov 指数 之 和 在 某 种 意义 下 与 关于 
相应 测度 上 的 Kolmogrov 入 是 相等 的 ， 而 定理 3. 4. 3 实际 上 也 
告诉 我 们 和 (有) 三 2 %, 因此 拓扑 箭 大 于 0 意味 着 f 有 正 
Lyapunov 指数 握 示 了 混沌 ! 

在 观察 系统 演化 的 进程 中 ， 人 们 将 获得 越 来 越 多 的 关于 初 
始 值 何 在 的 信息 . 因此 混沌 的 道路 也 是 “创造 信息 ”的 过 程 . 由 
于 ”次 迭代 后 偏差 AX, 二 e”AX。, 假定 把 疡 (X,) 将 要 访问 的 区 
域 分 成 Le“] 个 小 单元 , 户 (Xo) 落 入 每 个 单元 的 概率 将 大 约 等 于 
ea 其 Shannon 焕 为 一 >， 六 Jog Fa 二 hn ， 当 A 之 0 时 ， 


不 确定 性 或 信息 量 将 迅速 增长 ， 从 这 个 意义 上 讲 混沌 是 信 息 的 
源泉 ， 走 向 混沌 是 信息 的 极度 膨胀 . 
最 后 ， 顺 便 提 一 下 Boltzman 粹 的 定义 对 于 密度 函数 


p(x),H(p) 一 一 |eceplogpczaz 可 以 证 明 在 随机 变量 均值 
为 0， 方 差 为 1 的 条 件 下 ， 标 准 正 态 分 布 有 最 大 的 Boltzman 炳 . 
H($) = log V 于 十 方 . 这 是 因为 正 态 分 布 表 现 出 由 大 量 随机 
因素 造成 的 最 大 不 确定 性 . 
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第 四 章 ”走出 混沌 


科学 不 只 是 为 了 解释 现象， 更 不 只 是 为 了 说 明 一 
此 事情， 科学 的 主要 任务 是 建立 数学 模型 . 


一 Von Neumann 


混沌 现象 是 系统 的 复杂 无 序 和 行为 的 不 可 预料 的 同 义 语 ， 
初始 值 的 微小 误差 可 以 把 事情 弄 得 一 塌 糊 涂 ，、 在 一 个 完全 确定 
的 简单 系统 中 可 以 表现 出 宛如 随机 的 现象 .而 我 们 通常 的 以 线 
性 模型 和 Gauss 分 布 为 主要 工具 的 统计 方法 竟 无 法 检测 出 二 
者 的 区 别 ， 这 不 能 不 使 传统 的 统计 学 面临 挑战 ， 挑 战 与 机 遇 并 
存 ， 确 定性 系统 的 这 种 与 随机 性 的 联系 使 统计 理论 与 方法 在 混 
沌 现象 的 研究 和 混沌 实验 数据 的 分 析 中 作用 巨大 ， 面 对 挑战 统 
计 学 首先 要 回答 的 问题 是 什么 是 随机 性 ?如 何 将 混沌 与 随机 两 
者 加 以 区 别 ?统计 学 主要 是 通过 建立 恰当 的 模型 来 分 析 带 误差 
的 实测 数据 ， 寻 找 出 隐 含 的 演化 规律 ， 特 别 是 简单 、 低 维 的 结 
构 以 寻求 自然 现象 的 各 种 奥秘 ， 进 而 ， 对 现象 作出 解释 ， 有 可 
能 的 情况 下 要 进行 预测 . 对 此 ， 非 线性 时 间 序 列 模型 将 成 为 一 

。06。 


种 有 力 工具 . 统计 学 还 能 对 混沌 的 重要 数字 特征 : Lyapunov 指 
- 数 ， 吸 引子 的 分 形 维 数 进行 统计 估计 ， 用 以 作为 其 他 学 科研 究 
混沌 的 佐证 ， 探 求 非 线性 送 代 产生 的 动力 系统 的 遍历 性 条 件 以 
及 寻求 映射 了 的 不 变 测度 也 都 属于 概率 论 研究 的 对 象 . 近年 来 
活跃 的 多 重 分 形 ， 甸 机 瀑布 ， 随 机 分 形 更 都 离 不 开 深刻 的 概率 
统计 背景 . 混沌 科学 所 提出 的 问题 够 统计 学 家 们 忙 几 十 年 的 . 统 
计 学 也 将 为 揭 开 混沌 科学 的 奥秘 作出 贡献 ， 提 供 一 条 走出 混沌 
之 路 . 


§ 4.1 统计 与 混沌 


1. 随机 性 及 其 检验 

Spinoza 曾 说 过 : 自然 界 中 没有 什么 事物 是 随机 的 , 仅仅 因 
为 人 们 对 它 的 了 解 不 完全 它 才 表 现 出 随机 性 . 扔 钱币 要 算是 最 
典型 的 随机 试验 ,引入 概率 的 概念 几乎 离 不 开 以 扔 钱币 作 例子 . 
Stanford 大 学 的 统计 教授 Persi Diaconis 在 一 次 访谈 中 向 已 故 
的 统计 学 家 Degroot 展示 了 图 4. 1. 图 中 。 为 每 秒 钟 钱币 的 翻转 
次 数 ，g 为 重力 常数 ,zx 为 扔 币 的 初速 度 ， 密密麻麻 的 双 曲 线 代 
表 了 正面 与 反面 的 边界 ， 按 Diaconis 的 观点 扔 币 本 没有 任何 随 
机 性 ， 知 道 了 向 上 的 初速 度 及 转动 的 速率 ， 依 牛顿 定律 ， 钱 币 
落地 时 是 正 还 是 反 是 完全 确定 的 物理 现象 ， 何 “随机 ”之 有 ?1! 
Keller 帮助 他 作 了 物理 实验 ， 并 将 初始 面 与 终止 面相 同 的 实验 
结果 画 在 同一 个 区 域内 ， 相 邻 的 区 域 的 扔 币 结 果 则 是 正 、 反 相 
导 的 .从 图 上 可 以 看 到 随 着 初速 度 和 旋转 速率 的 加 快 两 相 邻 区 
域 越 来 越 靠 近 . 于 是 初始 条 件 的 微小 变化 就 能 改变 结果 ， 使 预 
测 非常 之 困难 . 这 就 揭示 了 扎 钱 币 呈 现 随 机 性 的 原 由 . 同样 , 确 

。97 。 


图 4. 1 
定性 的 Logistic 迭代 也 对 初 值 敏感 并 呈现 随机 行为 . 

在 混沌 的 研究 中 人 们 大 量 地 使 用 计算 机 实验 ， 无 论 你 所 使 
用 的 计算 机 的 精度 有 多 高 却 只 能 运算 有 限 位 小 数 ， 它 仅仅 是 实 
际 数据 的 一 个 近似 . 计算 机 所 产生 的 随机 数 只 是 伪 随 机 数 . 设 
计 好 的 算法 来 寻求 随机 性 更 好 的 随机 数 一 直 是 计算 机 科学 的 重 
要 课题 ， 以 从 [0，1] 区 间 上 取 随 机 数 为 例 ， 取 出 的 单个 数 串 
应 在 [0, 1] 上 均匀 分 布 〈 当 数 串 足够 长 时 )， 而 当 把 每 一 对 数 
看 作 平 面 单 位 正方 形 中 点 的 坐标 时 ， 这 数 串 应 在 [0，1] Xx 
fo， 1] 上 均匀 分 布 …， 而 在 ” 维 的 正方 体 Lo, 1]: XX [0， 
1]] 中 每 = 元 数组 作为 其 中 的 点 也 应 是 均匀 分 布 的 ， 图 4. 2 所 示 
的 是 由 TURBO PASCAL 的 随机 数 生成 器 所 产生 的 随机 数 在 
正方 形 内 的 点 图 ,规则 的 条 纹 仍 揭示 了 伪 随 机 数 的 不 均匀 性 .这 
种 点 图 的 办 法 显得 笨拙 而 永 无 尽头 ， 不 能 令 人 满意 , . 
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有 人 定义 一 串 数 〈 比 如 0，1 数 串 )， 如 果 无 法 设计 比 原 来 数 


图 4. 2 
串 更 短 的 二 进位 数码 的 算法 来 确定 它 就 是 随机 的 ， 比 如 
01010000001010011011 就 显然 比 0101010t010101010101 有 更 好 
的 随机 性 . :而 后 者 可 以 由 “ 01” 的 简单 重复 而 生成 .现实 中 
的 随机 数 也 可 由 物理 设备 来 产生 : 扎 钱 币 和 损 子 ， 字 宙 射 线 计 
数 ， 查 随机 数 表 等 .在 IBM/PC 机 上 常用 的 递归 算法 有 
X,; = (aX,_ |， 十 c)， (mod m) 

其 中 mm 一 2 一 1, a 二 630360016 等 , 后 来 也 有 人 设计 素 多 项 式 的 
递归 算法 , 1986 年 , Wolfram 利用 杨辉 三 角 细 胞 自动 机 (cellular 


automata ) . 
XiG) = Xi — 1) XOR (XORK, i + 1)) 
产生 随机 数 , 颇 令 人 称道 . 近 700 年 前 中 国 古代 的 文化 瑰宝 在 20 
。.99。 


世纪 的 现代 计算 机 科学 中 重 放 异 彩 . 
依 统计 学 的 眼光 看 一 串 0、1 数 , 若 每 个 数 X; 是 独立 同 两 点 


分 布 P(X, = 二 1) = P(X, 一 0) = 也 的， 则 应 应 视 XXX ,为 一 


串 随 机 的 0、1 数 串 。 这 种 随机 性 悬 怕 仅 存在 于 理论 的 笔 端 而 永 
远 无 法 在 现实 世界 中 实现 的 . 尽管 如 此 ， 统 计 学 还 是 设计 了 许 
多 方法 来 检验 经 验 观 察 数据 的 随机 性 ， 以 从 [0，1] 中 随机 取 
数 为 例 ，  . 

(1) 多 拟 合 优 度 检 验 ; 把 样本 空间 划分 成 2 个 子 集 、 记 六 为 
样本 落 入 第 i 个子 集中 的 经 验 频数 ,p, 为 依 理 论 确定 的 频数 . 统 
计量 

(fi ~ pi 
-了 全 

则 为 用 以 检验 随机 性 的 统计 量 . 不 计算 统计 量 的 分 布 ， 便 无 法 
对 x* 值 的 大 小 作出 评价 . xX? 当然 越 小 越 表 明 f 与 p; 很 接近 . 若 


1， XX,， “oy 已 ,为 id 一 NO1), 则 > X2 一 入 » 即 自由 度 
1 一 1 


为 n 的 * 分 布 , 一般 统计 教 本 上 都 有 它 的 图 和 数 表 . 而 我 们 定 
义 的 兴 统 计量 则 服从 自由 度 为 n-&-1 的 * 分 布 记 为 -.,_i. 其 中 
& 为 理论 分 布 中 有 待 估计 的 参数 的 数目 . 对 本 例 & 一 0, 当 由 实际 
观察 数 算出 的 * 值 大 于 临界 值 C 时 则 有 理由 怀疑 均匀 性 和 随 
机 性 . 因而 拒绝 随机 性 的 假定 . C 值 可 由 查 表 获得 , 其 值 的 调整 
依赖 于 对 犯错 误 判 断 概率 大 小 的 要 求 ， 也 即 取 C 使 PX > C) 
二 a， 比如 观察 样本 100 个 , 把 [0, 1] 区 间 分 成 10 等 分 ， 则 车 
XX1，…， Xio 是 随机 的 ， Pp: 应 为 10. 记录 每 小 隔 中 的 xX; 的 数目 
就 容易 求 出 她 的 值 . | 

(2) Kolmogrov-Smirnov 检验 : 基于 样本 X,，… ，X,。 构 
造 经 验 分 布 函数 
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F.G) = 二 > lc0. 
由 2.2 的 讨论 知 统计 量 
D, = Sup Vn |F.() — i|. 
当 ， 很 大 时 与 布朗 桥 过 程 B() 的 相应 泛 函 
D = Sup Vn |BO)| 
的 分 布 相同 ， 而 后 者 的 分 布 为 
P{D>4d} = 251(— De**, d>0. 


这 样 又 可 选取 d 来 判断 从 实际 观察 的 数据 是 否 组 成 了 与 
UC0,1) 的 分 布 函数 天 (zi) = 很 接近 的 F(z) , 量 DD 衡量 了 两 者 
的 最 大 距离 .DD 过 大 则 应 否定 随机 性 . 

(3) 游程 检验 : 将 [0，1] 中 的 数 写成 二 进 制 小 数 ， 于 是 
有 了 0，1 组 成 的 数 串 .而 对 0，1 组 成 的 数 串 有 一 种 游程 检验 方 
法 , 记 数 串 中 连续 相同 数码 组 成 的 一 段 为 一 个 游程 (run), 其 长 
度 为 数码 的 个 数 ， 比 如 000101100 中 有 3 个 “0” 游 程 ，2 个 “1” 
游程 ， 长 度 分 别 为 3、1、2 及 1、2. 假定 总 共有 m 个 1， n 个 0， 
记 m 十 n 二 N， 并 记 尺 为 游程 总 数 ， 则 当 数 串 是 随机 的 〈0，1 出 
现 的 概率 相同 ， 且 前 后 各 数码 的 出 现 相互 独立 ) ， 则 有 


WE 
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更 若 假定 当 mm 一 co,m~co， 和 2h 统计 学 家 Wald 和 Wolfowitz 
证 明了 在 随机 性 的 假定 下 ， 统 计量 


2mn 
& 一 1 一 N 


[2mn(2mn 一 N) 
NN 一 1) 
将 依 分 布 收敛 到 标准 正 态 分 布 N(0,1) . 当 2Z 过 大 或 过 小 时 均 
否定 随机 性 .临界 值 可 由 正 态 分 布 的 数值 表 查 出 。 例 如 在 由 12 
个 1 和 8 个 0 组 成 的 数 串 中 出 现 6 至 14 个 游程 的 概率 为 0. 95。 我 们 
在 本 节 见 到 的 第 一 个 数 串 有 12 个 游程 不 能 否定 其 随机 性 .而 第 
二 个 则 依 相 应 的 统计 量 必 能 否定 其 随机 性 . 
(4) 常 返 时 检验 ; 记 和 XI，…，X, 为 [0，1] 中 的 个 观察 
值 . Si: 一世 一 Xi 一 1，…，2 十 1， 其 中 Xo=0，X. 一 1. 记 


1 2 十 1 
2 i=1 
为 Sherman 统计 量 ， 当 $ 偏 大 时 也 可 以 否定 X; 的 均匀 和 随机 
性 . 

确定 性 模型 所 产生 的 序列 也 容易 通过 上 述 的 某 些 检验 鱼 目 
混 珠 ， 使 究竟 何 为 随机 的 问题 变 得 复杂 .， 目前 能 为 人 们 接受 的 
观点 似乎 应 该 是 : 混沌 与 纯粹 随机 都 有 近似 的 表象 ， 前 者 有 确 
定 的 低 维 ， 简 单 的 结构 ， 而 随机 性 则 是 高 维 ， 甚 至 无 穷 维 的 确 
定性 系统 .因而 找寻 混沌 也 就 是 要 发 现 产 生 复杂 随机 现象 的 简 
单机 制 ， 这 样 统计 学 面临 寻找 潜 结 构 的 难题 . 


2 一 


S; 一 一 一 -一 


2 发现 潜 结 构 及 时 滞 再 造 
假如 一 位 朋友 交 给 你 由 f(x) = 4z(1 一 xz) 对 某 一 个 初 
值 经 过 10000 次 迭代 而 获得 的 数据 , 却 并 不 告诉 你 这 堆 数据 的 由 
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来 ， 请 你 进行 统计 分 析 . 你 能 做 的 是 首先 点 出 序列 的 点 图 ， 并 
检验 其 随机 性 ， 粗心 的 分 析 者 可 能 会 得 出 结论 说 这 是 一 堆 随机 
数 ! 是 在 [0，1] 上 均匀 分 布 的 .细心 的 人 会 对 Xu+i 关 于 X 点 
图 发 现 了 XX,41 二 4X,(1 一 X,) 的 秘密 . 但 如 果 原 始 数据 依 其 落 
在 [0 二] 和 [二 ,0] 而 以 ol001.… 的 3。 上 的 符号 动力 体系 形 
式 出 现时 ， 点 图 法 失效 了 .所 以 统计 学 家 面临 的 又 是 一 个 如 何 
能 有 效 地 发 现 潜 结构 的 问题 . 随 数据 表现 形式 的 不 同 还 有 实验 
设计 的 问题 .对 高 维 的 动力 系统 实验 数据 ， 若 能 通过 提取 了 原 
系统 主要 信息 的 低 维 数据 来 进行 处 理 就 更 为 方便 ， 方法 之 一 是 
Poincare 截面 .此 方法 十 分 有 力 ， 比 如 对 Lorenz 系统 ， 取 三 维 
空间 的 平面 {(z,y'*z)|z 一 y)} 为 Poincare 截面 , 基于 原 数 据 可 
以 构 作 一 个 新 的 时 间 序 列 (…z(G) ,zs 十 1)…} .zs) 为 原 
系统 的 轨道 在 第 * 次 穿越 截面 时 所 处 的 位 置 ， 重要 的 是 这 个 低 
维 的 离散 时 间 序 列 保持 原 系统 的 若干 重要 的 定性 特征 ， 事 实 上 
还 存在 一 个 迭代 函数 使 g(x(s)) = z(s 十 1), g 又 称 为 
Poincare 映射 图 4. 3 所 描 出 的 是 由 Berliner 基于 20000 个 数据 
《和 迭代 数值 解 ) 所 得 到 的 与 Poincare 截面 的 400 个 交点 而 绘 出 的 
8 的 大 致 图 形 。 这 种 方法 也 为 寻找 潜 结 构 提 供 帮 助 . 

在 混沌 数据 分 析 中 的 另 一 个 重要 论题 是 时 滞 再 造 (time de- 
lay reconstruction). 对 整个 系统 的 多 个 变量 的 全 方位 的 追踪 考 
查 在 实践 中 几乎 是 很 难 实现 的 ， 人 们 只 能 对 最 有 代表 性 的 指标 
进行 观测 和 记录 ， 得 到 时 间 序 列 {U,，tET}， 当 zt 足够 大 ， 观 
察 足 够 多 能 否 以 时 间 为 代价 ,获得 系统 演化 的 空间 规律 呢 ? 初 看 
这 几乎 不 可 能 . 但 是 由 Packard (1980) 和 Takens (1981) 等 
人 发 展 了 一 种 从 一 个 单 变量 时 间 序 列 出 发 再 造 出 系统 吸引 子 
《的 一 个 同 构 映 象 ) 的 方法 称 为 时 滞 再 造 . 这 是 一 种 有 趣 的 时 空 
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图 4.3 
转换 模式 . 


令 了 :3 一 2 为 两 次 连续 可 微 的 且 具 有 向 在 4 维 紧 流 
形 M 的 吸引 子 4. h:M>R 为 d 维 流 形 到 实 直 线 的 映射 (可 以 
理解 为 菜 种 投影 ). 记 Ui=h (T* (X)), £=1, 2, '…, XEM 
为 随机 的 初始 值 。 则 有 


定义 对 固定 的 整数 7 之 2， 民 中 的 (Vi}, V,= (UUiris 
机 sUite1) ,有 一 1，2，…， 称 原 系统 的 嵌入 维 数 为 T 的 时 潍 供 入 . 


Takens、Makne 等 人 证 明了 在 一 定 条 件 下 当 r>2Z (MxXM 
的 维 数 ) 时 Vi 的 渐 近 性 状 是 与 T*(X) 类 似 的 . 具体 讲 他 们 证 
明了 映射 更 .: 
104， 


ZT (hr)hTLr)) ,eh CT™ I z))) 

是 流 形 M 到 R' 的 一 个 典 入 .所谓 嵌入 是 带 连续 可 微 反 函数 的 
连续 可 微 1 一 1 映射 ). 满足 上 述 结果 的 最 小 + 记 为 r*, 则 称 为 是 
系统 的 极 小 颈 入 维 数 ， 于 是 只 要 足够 大 原来 难以 观察 的 系统 
演化 TT 〈X)》 可 由 嵌入 向 量 Vi 在 微分 同 胚 的 意义 下 再 造 出 来 . 
吸引 子 的 维 数 也 将 是 这 一 B. 映射 下 的 不 变量 ， 即 有 Pu(4) = 
Dn《@B.(A)). 而 且 若 4 为 4 的 遍历 分 布 , 则 p@B.' 也 将 是 
BB. (4) 上 的 遍历 分 布 . 而 且 它 们 有 相同 的 维 数 分 布 . 


例 Henon 映射 
H(z,y) = (1 + yO— 1.4z,0.37z), 
取 hlrz,y)= 二 x ,T= 二 H ;也 即 仅 观察 第 一 个 坐标 . 这 时 tr" 二 2， 
VV 二 《Xi 一 二 (Xz,1 一 yy 一 1.47?) 为 双向 满足 
Lipschtz 条 件 ( 比 如 导数 有 界 就 能 使 映射 满足 Lipschtz 条 件 ) 的 
同 胚 . 图 4. 4 绘 出 由 (Xi,Xin) ,二 1,2,…,2999 得 出 的 从 时 
滞 再 造 中 得 到 的 Hénon 吸引 子 . 读者 不 妨 将 它 与 图 3. 8 对 照 . 


一 1.0 一 0.5 0.0 0.5 1.0 


图 4. 4 
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对 连续 时 间 动 力 系 统 , 可 利用 时 洁 参 数 S>0 来 构 作 代入 向 

量 
V,= (U,, Urs UDs). 

实际 构 作 中 要 注意 5 的 选取 . S 选 得 过 小 ,V, 将 挤 在 R' 中 的 对 
角 线 上 ,无 法 辨识 ，S 选 得 过 大 , U, 与 U4s 就 会 互 不 相关 ， 最 
佳 时 洁 参 数 S 的 选择 也 是 一 个 统计 学 问题 ， 而 更 为 重要 的 是 最 
小 恰 入 维 数 * 的 估计 ， 它 是 搜索 潜在 结构 的 基础 .从 某 种 意义 
上 讲 ， 高 维 的 系统 更 接近 于 随机 现象 ， 而 产生 混沌 的 确定 性 系 
统 则 是 低 维 的 ， 所 以 最 小 嵌入 维 数 将 是 体现 两 者 区 别 的 重要 特 
征 ， 从 以 下 论证 中 也 可 以 更 清楚 地 了 解 这 一 点 . 

记 {U4) 为 某 一 概率 空间 上 的 平稳 时 间 序 列 . 记 Uj, Ujri， 
,Uji+wm-v 的 联合 分 布 为 P,, lz 一 yl 二 max zx 一 y| 为 R" 中 的 
距离 。 则 有 


引 理 若 对 2 一 1]，2…， 卫 ， 的 相关 维 数 Vn 存在 则 Wl, 
vo =limy, 称 为 {Ui} 的 相关 维 数 ， 
证 明 记 C(e) = P, Xx P(xz Cy), 则 CC,(e) = 
P, XP Ty Tas Yn Yn) | max |z 一 yi| 委 s. 于 是 有 
CCe) = Pr X Pri( {x Tn yn) | 
max lzi 一 JW 魏 e) 
1<i<n 
之 Pri X PriCATiy Zn+13319 9 Ynt1)} | 
max |zx;:— y| 太 6) 
1<i<n+1 
= Cri(e). 
由 久之 定义 得 证 . 


基于 这 一 引 理 又 有 
。106， 


定理 4.1.1 (Gi) 若 {U4} 为 iid 的 时 间 序 列 , 则 5 二 nv， 
若 m>0, 则 w= 二 00; GD 若 {Ui} 为 平稳 时 间 序 列 ， 且 存在 m 
及 满足 Lipschitz 条 件 的 函数 f: R* 一 R 使 当 k 放 mw 时, i==f 
(0 04-1)， 则 对 n 宇 mw 及 二 vw。 即 为 P. 之 相关 维 
数 ). 

证 明 (i) 由 独立 性 P, 二 P;X… XP， 则 C,(e) = 
EC Ce] 了 ， 由 定义 v= 二 nv. 由 引 理 + 之 芒 ， 又 由 f:R"o—R 满 
足 Lipschitz 条 件 知 存在 天 之 1 使 

{fz 一 Fo | EK Bax |x — il. 
当 ?之 xzo， 
CiCe) = Px X PriC{Tis Taris Yi Ynt1}| 

,Max |zi— :| £8) 
= P, X P({xiy Tas ys Yr) | max | 7， 一 %|[ 委 且 
[frst Ts) 一 or sy) | Se) 


< 
宇 P,X P,| (za max |z 一 3 委 


€ 
K 
所 
一 C， 起]- 
1 logC, ,1(e) 
因此 w+ 一 Lim Toge ~ 
logc.| 去] log [大 
之 lm 一 一 一 = 
ce*0 log € loge 
K 


故 有 当 2 1o 时 ， 名 +I 一 其 寺 区 品 


结果 GD 表明 独立 序列 表现 出 很 大 的 随机 性 ,而 结论 (ii 所 
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显示 的 是 过 程 或 序列 的 全 部 变化 性 和 随机 性 都 局 限 在 前 no 个 
变量 , 所 有 其 他 变量 均 为 U1，…, U, 的 函数 . 维 数 估 计 于 是 成 
为 区 分 确定 性 混沌 与 随机 序列 的 重要 工具 .嵌入 维 数 的 估计 与 
线性 ARIMA 模型 的 模型 选取 及 定 阶 极为 类 似 ， 目 前 流行 的 定 
阶 准则 为 AIC , 赤 池 信息 论 准则 ,BIC 基于 Bayes 观点 考虑 的 准 
则 ， 我 国学 者 赵 林 城 博士 则 发 展 了 一 种 独创 的 更 为 精确 的 判别 
准则 ， 不 妨 称 之 为 ZIC 准则 ， 其 方法 的 要 骨 是 利用 收 和 敛 速度 的 
差别 来 判别 ， 非 线性 模型 的 定 阶 及 最 小 奏 入 维 数 的 估计 是 混沌 
学 统计 研究 的 重要 课题 ， 有 待 引起 关注 . 


§ 4.2 分 形 维 数 的 估计 


在 维 数 定义 中 ， 考 察 的 是 某 个 量 瑟 (e) (比如 C,(e) , N,(e) 
等 )， 当 尺度 e>0 时 若 极 限 存 在 就 是 相应 的 维 数 &， 也 即 


logH(®) _ 1 | he) 
loge “ 


当 e->0 时 ， limh Ce) 二 0, 于 是 HH(e) 一 &A(e)e ,其 中 (se》 一 人 9. 
当 e<so 时 , 若 有 &(e) 一 &A, 则 囊 (e) 服从 指数 律 ee. 但 (Ce) 的 
极限 可 能 不 存在 .这 将 导致 对 a 的 估计 的 不 相 容 性 ， 这 一 点 需 
在 实际 数据 的 估计 中 引起 注意 . 这 种 现象 被 Mandelbort 称 为 空 
洞 ， 也 已 有 人 研究 空洞 的 度量 ， 在 维 数 估计 中 要 区 分 待 估计 的 
是 空间 的 几何 分 形 集 的 维 数 还 是 以 分 形 集 为 支撑 的 某 个 概率 分 
布 的 维 数 . 在 以 wz 为 不 变 分 布 的 平稳 时 间 序 列 中 磁 到 的 维 数 估 
计 问 题 属于 后 者 .常用 的 估计 方法 首先 是 对 已 (e) 作出 某 种 估 
计 忆 (6) ,然后 取 一 串 0<s 去 所 二 … 过 6 对 平面 的 点 (logs;， 
` logHH(e) ,i 一 1,…,m) 配 最 小 二 乘 直线 ( 即 求 直线 与 各 点 距离 
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最 小 ) ,该 线 的 斜率 即 是 4 的 估计 2. 与 通常 回归 中 求 最 小 二 乘 
估计 的 不 同 之 点 是 从 Ce) 对 不 同 ;是 相关 的 ,估计 的 误差 分 析 则 
要 依赖 log 太 (e) 的 协 方差 矩阵 作 必要 的 修正 ， 关 于 玉 的 估计 
又 分 为 计 盒 ， 样 本 相关 积分 、 近 邻 方法 、 极 大 似 然 估 计 等 多 种 
方法 ， 这 里 略 作 介绍 ， 

(1) 计 鲍 方法 相对 简单 ,将 待 估 的 集合 EE 作 适当 的 刻度 变 
换 ， 使 它 能 包含 在 一 个 单位 立方 体 中 〈N 维 )， 以 边 长 为 二 的 ， 
由 x* 个 小 盒 组 成 的 网 格 来 覆盖 EE, 记 N.kE) 为 盖 住 妃 的 小 格 
子 的 数目 .将 logN.(E) 对 nlogr(n 二 j,i 十 1,…,j 十 S) 配 回归 
线 , 通常 对 数据 总 量 : 要 求 很 大 , 否则 次 之 后 网 格 中 就 没有 E 
中 的 点 了 . 

在 估计 概率 分 布 的 维 数 时 应 先 估计 分 布 x 记 水 平 为 n 的 
网 格 中 第 j 个 小 盒 为 Cu， 记 落 入 Cj 中 的 集合 E 的 点 数 为 
Ni(E)， 并 以 经 验 频数 N,,;(E)/i 为 x(C;,,) 的 估计 . 由 信息 维 
数 的 定义 ， 应 先 估计 量 


Er = |( BDC) JC))™, 
其 经 验 估计 为 


wl 


j=1 


2 Jim logPa(r—*) 
noo log(r™") 


为 Dr,s 的 估计 . 这 种 方法 失 之 过 粗 ， 而 且 Drws 趋 于 Dr, 的 速度 很 
慢 , 易 受 空洞 的 影响 而 使 估计 不 准确 . 对 计 盒 维 数 的 改进 方案 已 
有 不 少 人 研究 . 
(2) 相关 维 数 的 估计 依赖 赖 于 相关 积分 Ci(e), 即 xxp 
*。 了 09 。 


(jz 一 玉 夺 和),z,yER?， 的 估计 ， 与 计 盒 方法 相 比 有 更 快 的 
收敛 速度 ， 加 之 有 Grassberger-Procaccia 的 著名 算法 ， 使 其 广 
为 应 用 工作 者 所 接受 ， 这 是 当前 最 实用 的 维 数 估计 技术 ， 尽 管 
所 估计 的 是 分 布 w 的 维 数 "， 但 它 是 吸引 子 的 几何 分 形 维 数 很 
好 的 下 界 (回想 Da 关 Pr 关 Di 关 De). Ci(e) 的 最 自然 的 估计 是 
样本 相关 积分 . 记 V，…，V, 为 R? 中 的 观察 向 量 ， 任 取 一 对 


向 量 将 它们 的 距离 与 相 比 , 小 者 记 1, 大 者 记 0. 把 所 有 | ”| 对 


《Vi;, V7 之 中 小 于 的 对 子 数 的 比例 作为 C。 (e) 的 估计 . 写 下 
来 即 


n 一 上 
C.(€) 一 | | > luv -vso。 
2 i¥j 


这 是 典型 的 以 lv-_v yc。 为 核 的 品 - 统 计量 ， 有 关 UU- 统 计量 的 介 
绍 可 参看 陈 希 锋 著 的 《 非 参数 统计 》3， 上 海 科技 ，1989 年 版 ， 佑 
计量 C,(e) 将 以 各 种 收敛 方式 当 = 一 ce 时 收敛 到 Ce). 在 V; 
相互 独立 时 结论 是 经 典 的 . 对 V'; 是 混合 序列 的 情形 Denker 和 
Keller 等 人 作 了 研究 ， 确 而 言 之 有 


定理 4. 2.1 若 Y，V:，…, 为 R? 中 的 平稳 序列 ， 边 缘分 
布 为 pw 且 当 zco 时 对 某 个 9>0, 混合 系数 PC(z) = O(ez-0+2) 
(混合 系数 刻画 了 当 V;,V; 在 | 一 /中 >= 时 的 互相 关联 程度 ) ,对 
固定 的 0 二 el 二 … 二 se， 记 
Cal€) = (Cie1) ,Ce))', 
Cl€) = (Cle1), ,Coles))’, 
(此 处 ,，r 代表 向 量 转 置 ?， 则 几乎 处 处 有 
C.(e) 一 Co(e)， 
logC,(e) — logC, (e). 
» 1i0* 


且 存 在 非 负 和 矩阵 UU、V 使 
VN Cle) — Cle)) ,NC0U), 

及 Vn (ogC,(e) — logC,(e)) 依 分 布 Ni,(0,V), 
其 中 Ni(lo,Z) 为 & 维 正 态 分 布 , = [uj,V = [zj,oy = 

Uij 
Cle Ce) 

当 V; 独立 时 

wu = 4Cov (p(B(V ,e)) ,u(B(OV ,e))) -全 
当 V; 混合 时 


4r(€; ,Ej), 


Wij 一 4T(E;5E)) 十 8 > km,e,,e)), 


m 二 1 


其 中 kl(m,e,e)) 一 Cov(u(B(V, 6e)) Ap(CBCV ,+t! ,6;) ) ). 


基于 上 述 定理 不 仅 能 获得 估计 量 C.(s) ,而 且 对 估计 量 的 优 
良性 及 与 C,(e) 的 误差 有 了 和 较 确 切 的 了 解 . 佑 了 CCe), 则 当 
Cu《e) ~ ke” 时 v 为 所 求 的 相关 维 数 . 

目前 物理 学 界 在 实际 中 应 用 的 Grassberger-Procaccia 算法 
(GP 算法 ) 本 天 与 相关 维 数 的 估计 相 结合 .大意 
为 : 从 观察 序列 {Ui}; 出 发 对 确定 的 九 构 作 媒 入 向 量 

vc 一 (Ce ” ,Uitp-1), 
二 1,，2,…，n 一 DD 十 1. 计算 VCD) 的 样本 相关 积分 C,_p+1(e)， 
并 由 此 估计 出 vp， 对 D==1，2,，…， 重 复 上 述 步骤 ， 直 至 ww 不 
随 吕 的 增加 而 增加 时 停止 . 据 定理 4. 1. 1 取 limwo 为 原 分 布 的 
相关 维 数 . 
《3) 近邻 方法 . 
在 计 盒 方法 及 相关 积分 方法 中 半径 。 是 固定 的 ， 而 近邻 方 
。 了 JJ。 


法 的 要 旨 是 半径 是 随机 的 ,以 逐 点 维 数 w(z) = 
lim 各》 为 例 ,以 z 为 中 心 国定 < 考查 小 球 BCz,e) 中 
有 和 多少 点 与 依次 考查 与 x 最 接近 的 点 与 zx 的 距离 有 多 远 ， 所 得 
到 的 关于 这 些 点 朴 密 的 信息 大 致 是 一 样 的 . 从 一 串 i.i.d 的 服从 
分 布 记 的 ，…,V, 出 发 记 6,Cz) = Vj 一 zj,j = 1,2,*…,n， 
将 6,《z) 排序 为 85《x) ,使 

dr) < oe 
对 选 定 k 将 logd, (Zz) 关于 log| 元 作 最 小 二 乘 配 线 , /一 1， "ey 
4&， 此 斜率 的 倒数 即 为 a,(z) 之 估计 ， 也 即 


定理 4. 2.2 若 a,(x) 存在 ， 则 几乎 处 处 有 
log6o) (x) 1 


Ae Jog(j7n) 一 wz 


有 关 正 则 化 之 后 该 统计 量 的 渐 近 分 布 也 已 有 了 深入 的 研 
究 , 因 其 次 序 性 质 其 分 布 与 极 值 分 布 有 关 . 因 w(z) 取代 尺度 s 
的 地 位 ， 所 以 自然 所 得 到 的 是 H6lder 指数 估计 的 倒数 . 

(4〉Lyapunov 指数 估计 

在 混沌 的 研究 中 ， 最 大 的 Lyapunov 指数 内 是 否 大 于 零 是 
十 分 重要 的 特征 指标 . 有 关 久 的 估计 因而 也 特别 令 人 感 兴趣 . 现 
有 一 方法 是 由 Guckenheimer (1982) 提出 ，Wolf (1985) 等 人 
发 展 的 直接 法 . 仍 记 {xz,) 为 时 间 序 列 , 考虑 到 观察 可 能 出 现 误 
差 ， 用 来 估计 办 的 模型 为 

X, = f(X,1) 十 ae。 
在 {X,} 中 取 (ti, ts) 使 |X, 一 X, 中 充分 小 ， 比 如 e。 当 经 过 一 
段 时 间 工 之 后 , HX, +: 一 Xs+ 串 超过 某 一 预定 的 界限 M 时 , 再 选 
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取 区 ,与 X, ,充分 接近 ， 而 且 与 X + 与 X + 的 连 线 也 尽量 接 
近 , 对 |X, + 一 和 + 中 进行 观察 , 当 它 超过 M 再 同样 找 筷 . 不 
断 继 续 进 行 之 后 , 求 出 整个 数据 集 {X,} 上 的 平均 发 散 速 度 , 做 
为 大 的 估计 . 方法 之 二 是 所 谓 “ 间 接 法 ”. 先 对 映射 /的 Jacobian 
进行 估计 ， 并 代入 太一 JI 得 出 了 之 估计 ， 记 六 为 
TT 的 最 大 特征 根 . 入 一 辫 logw 即 为 入 之 估计 ,而 对 的 Jaco- 
bian 的 估计 又 依赖 于 对 f 本 身 的 估计 . 后 者 本 质 上 是 一 个 非 参 
数 回归 问题 ， 非 线性 回归 、 参 数 与 半 参 数 回归 的 模型 在 统计 中 
内 容 丰 富 . 中 国 科 大 陈 希 了 宪 、 赵 林 城 教授 在 这 些 方面 作 了 大 量 
工作 , 这 些 成 果 的 应 用 将 有 助 于 /的 估计 . 而 整个 Lyapunov 谱 
的 估计 则 是 个 有 待 充 分 研究 的 课题 ， 相 应 的 Lyapunov 维 数 DL 
的 估计 也 更 具 挑 战 性 . 

有 人 讲 过 统计 不 是 科学 而 是 艺术 ， 统 计 方 法 很 象 雕刻 家 手 
中 的 刀 . 艺术 家 能 借助 它 刻 出 精美 的 艺术 品 ， 而 初学 者 却 难以 
运用 自如 ， 统 计 方 法 常 显得 零散 ， 不 如 传统 数学 那么 漂亮 ， 但 
经 验 的 积累 ,方法 的 更 新 和 灵活 的 调度 是 这 门 学 科 的 魅力 所 在 . 
统计 学 科 所 展示 给 社会 的 是 精巧 的 方法 和 丰富 的 统计 思想 , 它 
所 提供 的 模型 将 使 各 门 学 科 受 益 ， 


8$ 4.3 ” 非 线 性 时 间 序 列 模型 


非 线 性 时 间 序 列 是 统计 学 者 与 动力 系统 研究 者 两 群体 研究 
领域 的 结合 , 互相 影响 日 趋 增 加 . 在 动力 系统 和 二 /CX,_1) 中 
以 某 神 方式 加 入 误差 项 & 之 后 ,被 观察 到 的 系统 演化 就 成 为 典 
型 的 非 线性 时 间 序 列 , 而 对 混沌 科学 中 的 数据 分 析 而 言 有 参数 

。 了 73。 


和 非 参 数 模型 两 大 类 . 例如 在 模型 X, == jpX,-1(1 一 XX,-1) 十 s-: 
中 ,函数 形式 已 知 ,但 x 可 能 未 知 ,对 y 及 & 的 估计 属 参 数 模型 . 
车 f(x) 的 形式 本 身 未 知 , 则 属 非 参数 模型 类 , 人 们 力图 建立 恰 
当 的 模型 来 拟 合 系统 和 , = /(X,_1). 与 通常 线性 的 时 间 序 列 模 
型 相 平行 已 有 了 一 整套 关于 非 线 性 时 间 序 列 的 建 模 ， 稳 定性 条 
件 分 析 ， 可 道 性 研究 ， 模 型 选择 、 诊 断 以 及 更 加 困难 的 预测 和 
控制 的 理论 及 方法 .相应 的 统计 软件 包 也 已 付 诸 实 用 .与 线性 
模型 不 同 的 则 还 有 非 线 性 的 检验 问题 ， 但 从 总 体 看 非 线性 时 间 
序列 分 析 由 于 问题 本 身 的 复杂 性 ， 是 有 待 深入 的 研究 领域 ， 借 
助 非 线性 时 间 序 列 分 析 的 研究 来 认识 混 汪 ， 走 出 混沌 是 个 值得 
大 力 推进 的 方向 . 


1.， 非 线性 自 回 归 模 型 (NLAR 模型 ) 
自 回 归 模型 “AR 模型 ) $CB)X, = & 的 最 自然 的 推广 是 非 
线性 自 回归 模型 NLAR ， 


所 一 BE(X is XXX Ee), 1tEZ. 
é i.i.d 上 且 与 了 ，s<<t 独立 ， 经 过 变换 
= (YD ,YD)' = (XXX 05 
= (1) = 《60 0) 
记 f:R*->Rt 为 
Ye = g YD YD ,0 ), 
7c 一 了 _ ,0 ， 
总 一 - Yi CD ， 


则 有 YY。 = f(Y,1,n.), 且 本身 i. i.d 与 了 二: 独立. 当 子 天 0 
则 回 到 了 动力 系统 Y, = f(7Y,_,). 
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例 以 已 熟知 的 Henon 系统 为 例 ， 在 系统 方程 组 中 将 
Zefl 一 和 吧 十 1 一 az 
人 = bx | 
的 第 二 式 代 入 第 一 式 即 有 
Zi+l 二 一 ax 十 bri1 十 1. 


即 为 6 二 0 时 的 NLAR 模型 ，a、65 成 了 回归 系数 . 


例 确定 性 的 Logistic 映射 在 时 间 倒 置 的 作用 下 可 变 为 带 
噪声 乘 数 的 NLAR 模型 . 

X, 1 一 4X(1 — X,), t=0,— 1,.%,X, € (0,1). 
假定 Xe 一 反正 弦 分 布 ， 从 XX.-; 到 X, 的 映射 分 为 两 支 X, = 


去 [I 士 VQ 一 X-)], 于 是 
及 ,一 去 [1 + &(1 一 X 1)3], t= 1,2, 


1， 以 概率 让 ， 
其 中 6&= 确定 的 Logistic 迭代 与 NLAR 模型 
一 1， 以 概率 二 
成 为 同一 系统 的 不 同 表现 形式 . 
由 于 模型 X, = A(X,_1,e,) 与 离散 时 间 的 Markov 链 有 天 然 
的 联系 , 有 关 Markov 链 的 遍历 性 定理 及 有 关连 续 状 态 Markov 
链 的 极限 定理 是 在 动力 系统 的 研究 中 极为 有 用 的 .这 联系 可 表 
为 


定理 4. 3.1 记 {X,} 为 平稳 实 值 的 Markov 链 ， 有 条 件 分 

布 P{X, 和 < y|X, 二 xz) 二 F,(y), 则 它 存 在 随机 变量 e 是 关于 

o(X,,s 仿 2) 可 测 , 但 与 (X,,s t 一 1) 独立 的 充分 必要 条 件 是 
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FF,(y) 与 {X,} 的 不 变 测度 等 价 . 

证 明 仅 介 绍 思路 : 记 F,.(y) ==P{Xiti 全 y|X, 一 xz), 则 
F:' 为 F: 的 条 件 分 位 数 

Fri(u) = inf(y|lF,(y) > uu},0 Zu<l1. 

记 U~U [0, 1j, 则 Fz' (V0) ~F,. 车 X=z 与 0 独立 ， 则 
X= Fi! UY) 正 有 所 需 的 分 布 . 假定 U,, U,, 机 为 i.i.d UD0， 
1j, 定 义 f:R X [0,1j 一 R; 记 f(zyw) 二 F711(w), 则 当 X, 选 取 
适当 的 初始 分 布 六 ,;) = f(X,,U ,i) 给 出 的 正 是 Markov 链 {X,} 
的 实现 . 口 


2. 阅 限 模型 ，Threshhold 模型 《TAR 模型 ) 

用 逐 段 线性 函数 来 近似 处 理 非 线 性 函数 的 思想 由 来 已 久 ， 
而 现实 数据 中 也 不 乏 这 类 模型 ， 在 昆虫 的 群体 生物 模型 中 有 这 
种 例子 ， 

X, = 0. 8X， + f (Xis). 

产生 这 一 模型 的 机 制 是 虫 孵 要 经 过 15 天 才能 长 为 成 虫 ， 而 昆 忠 
群体 的 繁 衔 又 依赖 于 食物 的 供给 ， 但 食物 却 是 有 限 的 、 当 虫 群 
过 大 食物 的 短缺 使 增长 减缓 ， 最 后 因 食物 耗 尽 而 使 增长 为 0. 
0. 8 则 表示 成 虫 每 天 有 20% 会 死去 ， 于 是 


10z， 当 工 蒜 171， 
fx) = 41795 一 0.503z， 当 171 < 了 < 魏 3569， 


0， 并 之 3569. 
了 是 分 段 线性 的 . 阔 限 自 回归 模型 的 一 类 TAR(P), 形 如 
户 
X， 一 DPX 十 ED ， (Xs + 三 € RY. 


其 中 Re (i==1,…,&) 为 R* 之 一 个 分 划 . ei.i.d 零 均值 , 方 
差 of 之 误差 白 噪 声 序列 . 
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在 更 一 般 的 模型 中 ; 也 可 以 是 随机 变量 yj 的 取 值 ， 这 时 有 
了 ¥， 一 BOX, 十 CD 四 ，， 十 He, 二 CY, 
对 固定 的 J 二 7, 4”、H"” 为 非 随 机 的 矩阵 , 而 C” 则 为 向 量 , 考 


一 z 1 、 
例 一 4 ”| 十 Gwm , 取 | -| | ,7 为 四 点 分 
ji-1 Yo 1 
布 
A" | 0 |. a | 0. 85 “ot], 
0 0.125 一 0.04 0.85 
A [ 20 一 0. 2 A - 0.15 0. | 
0.26 0.22)° 0.26 0.24)” 


co = [oc = jce=|。 | ,co"- [中 
0 1.6 0.8 1 


读者 能 相 象 出 这 个 模型 代表 什么 吗 ? 是 如 图 4. 5 的 分 形 集 , 称 作 
羊 齿 草 或 Barnsley Fern， 这 也 是 不 带 可 加 随机 误差 项 的 TAR 
模型 ， 随 机 部 分 在 指标 J 上. 图 4. 6 则 显示 了 从 Koch 曲线 在 一 
定 机 制 下 变换 成 羊 齿 草 的 过 程 . 


3. 双 线 性 模型 (BL 模型 ) 


双 线 性 模型 植 根 于 微分 动力 系统 中 的 双 线 性 系统 ， 很 典型 
的 例子 是 在 生物 群体 模型 中 的 
守 
— 一 2UCE)ZCE)。 


。J717。 


A 
* 
全 
人 
A 
人 


十 
4 


图 4.6 
其 中 xz) 代表 在 时 刻 t 群体 的 大 小 ,uw(z) 是 控制 变量 , 它 是 出 生 
率 减 去 死亡 率 .u(t) 又 往往 与 x(:) 有 关 , 其 最 简单 的 情况 是 
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u(t) 二 a 一 bx(2), 相 当 于 一 种 反馈 作用 .于 是 回 到 了 很 熟悉 的 
Logistic 模型 的 微分 形式 . 双 线 性 系统 与 有 限 Volterra 级 数 
(z(t) 的 泛 琐 的 级 数 展开 ) 
fxrls) s Ei) 
一 Dn td) ) rl dn ed, 


有 关 . 当 & 可 分 解 时 可 以 证 明 系统 必 有 双 线 性 表示 . 而 非 线 性 时 
图 序列 的 BL 模型 形 如 


X, 一 > ex- ;十 > 2e- ;十 > Nox, jE:— 十 w. 


其 中 gj、 0 bj、 < 为 实数 ， & 为 i.i.d 的 误差 序列 . 固定 e， 
s<t, XX， 关于 XX,， st 线性 . 固定 X,， s<t, Ex 关于 Er y st 也 
是 线性 的 . 双 线 性 因此 得 名 . 


例 对 时 间 倒 置 的 帐 舌 变 换 有 :一 2X， (mod 1)， t= 0， 
一 1，*…, 它 是 与 下 述 BL 模型 等 价 的 


X= e+ eX ), t= 1,2,. 


其 中 se 一 士 1 的 概率 各 为 二 ，X ~ U[0,1]. 


4. 检验 非 线性 性 
考虑 最 简单 的 一 阶 自 归 回 模型 .; 
X, = f(X,1) + &, t= 1,2,* 
其 中 满足 ， 给 定 序列 过 去 历史 之 后 的 条 件 期 沁 Ele|X,, 
XX,-:，…) 二 0. (这 种 se 还 有 一 个 名 称 叫 蒜 差 平稳 序列 . ) 当 /是 
非 线 性 的 这 就 是 NLAR 模型 ， 而 当 f(x) ==c 十 pxyc 为 常数 ， 
9 为 回归 系数 时 就 是 AR(1) 模型 . 问题 是 有 了 实际 观察 如 何 区 
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分 ?应 该 用 什么 模型 ?因而 提出 假设 检验 问题 : 

原 假设 : 了 为 线性 的 . 

对 立 假 设 : f 为 非 线 性 的 . 

为 避免 技术 细节 ， 抓 住 方法 的 实质 ， 我 们 宁肯 多 加 一 些 条 件 以 
简化 证 明 . 

设 {X,} 为 满足 模型 X, 二 A(X,_1) 十 & 的 平稳 遍历 的 时 间 
序列 ,而且 EX, 二 py 是 已 知 的 , 自 协 方差 函数 (zr) 二 Cov(X,， 
XX) 一 ECX, 一 J) CX 一 pj) 也 是 已 知 的 ,而 且 序 列 满足 很 好 
的 矩 存 在 条 件 及 强 混 合 条 件 . 记 z = X, 一 六 (中心 化 )，e = u 
一 pu_1; 其 中 p= p(1) 一 r(1)/r(0) 为 一 步 自 相关 函数 . 显然 有 
Eu, = EX, — 4 = 0;Ee,=0 WM 有 Fe = (1 — p)r(0).io Ee? 
二 ,注意 到 中 为 E(w 一 au_1)? 当 a 变化 时 的 最 小 值 (对 < 求 
导数 即 可 证 明 当 a=p 时 取 到 此 极 小 值 ).， 故 有 


02 = infE(u, 一 au,_1)’, 


引 理 模型 X,==f(X,_1) 十 & 中 , f 是 线性 函数 的 充分 必 
要 条 件 是 Eles|u,_1) = 0 对 所 有 zt 之 1 几乎 处 处 成 立 . 

证 明 ”充分 性 是 显然 的 , 仅 证 必要 性 . 

车 X= 二 cc 十 加 Xi 十 6 则 Xpy 二 cc 一 (1 一 和) 二 
X10) 十 Te. 由 Ew,=0 及 Ee,= E[E(e|X,,s tO— 1)] 
二 0; 知 c 二 (1 一 各 )py 故 = 由 wi 十 &. 再 由 平稳 性 知 | 加 | 二 
1, 又 有 


$, 一 Eu us Egéu_1 Euu_!1 
! 五 zf 1 Eu Euti 
这 里 利用 了 Els |X,,s 志 t 一 1) = 0, 所 以 
er 一 ta 一 OU 1 一 Wi 一 LA 一 6&. 


于 是 有 《几乎 处 处 ) 
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Ele,|u,_1) = Elg|u1) 
= EL[E(s|X,,s St—1)|luw-1]=0. 0O 


基于 此 引 理 我 们 可 以 引入 Kolmogrov-Smirnov 型 的 检验 
统计 量 
天 ,一 
并 有 如 下 的 


n 
1 el 
sup | 一 一 lo ,<z) |. 
一 ceo<zc<ceo OY HN k=1 全 


定理 4. 3.2 车 XX, == fC(X,_1) 十 所 中 为 线性 的 ， 则 必 有 
天 二 几乎 处 处 大 于 0# 又 当 原 假设 了 是 线性 的 成 立时 , 有 


n 


依 分 布 


lim 
no 


K. 和 Kk ,其 中 K 一 sup | BCz)| ,BCz) 为 标准 的 [0,1] 上 的 
布朗 桥 运 动 . 

证 明 由 引 理 知 , 当 f 非 线 性 , E (es|w-1) 一 0 不 能 几乎 处 
处 成 立 ， 故 存在 zo 使 Eezlow <s» 0 (否则 由 平移 性 可 证 引 理 条 
件 成 立 )， 故 亦 有 

Eelc, <) = Ee:l16 <so) 天 0. 
由 {ww} 之 遍历 性 ， 当 mw>co 有 (几乎 处 处 ) 


家 
l 
-一 > esle <z ) —> Ee < ): 
nn Pm i—1 0 1 0 


由 K. 之 定义 有 当 n>oo, 


1 1 < 
Kk.> | 二 ell zr 
> | 


—> | Ee 之 0 


几乎 处 处 成 立 ， 有 关 依 分 布 收敛 部 分 较 复 杂 请 参看 安 鸿 志 等 人 
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上 述 结果 的 主要 结论 是 在 /为 非 线性 时 ， 当 ”>ce 时 统计 
量 天 , 以 Vx 的 速度 趋 于 无 穷 . 而 当 f 为 线性 时 ，K 可 以 收敛 
到 布朗 桥 最 大 值 的 分 布 ， 正 是 极限 性 状 的 不 同 使 人 们 得 以 鉴别 
线性 与 非 线 性 ， 换言之 ， 当 观察 足够 多 时 ， 经 验 的 累积 使 人 们 
能 从 偶然 的 表象 中 分 析出 精细 的 必然 的 差异 . 天 的 分 布 在 
8$ 4. 1 中 已 经 给 出 ， 于 是 当 有 观察 值 (Xi ，…，X.} 时 ,计算 出 
开 ,。 当 天,> 开 。 时 ， 以 水 平 w 否定 f 的 线性 性 . 当 a==0. 05, KK。 
一 2. 24; 当 a==0.01 时 ，K。 二 2. 81. 这 一 方法 也 有 多 维 的 形式 ， 
是 我 国学 者 安 鸿 志 、 程 研 完 成 的 ， 其 他 检验 非 线 性 性 的 方法 也 
还 有 许多 ， 无 法 一 一 介绍 . 而 这 种 利用 大 样本 中 收敛 速度 阶 的 
区 别 来 识别 模型 的 方法 在 模型 选取 中 也 十 分 有 用 ， 例 如 ZIC 准 
则 . 


5. 模型 选择 

非 线 性 时 间 序 列 的 模型 选取 也 如 同 线性 时 间 序 列 分 析 一 
样 , 可 以 借助 于 赤 池 的 信息 论 准 则 , AIC 准则 , 其 大 意 是 若 /为 
有 待 建 模 的 真实 的 潜在 结构 ，g,。(*19), mx 二 1,，…，M 为 用 以 
建 模 的 备 选 模型 . 模型 带 有 未 知 参数 9， 参 数 个 数 为 .基于 观 
察 值 z 作 9 的 极 大 似 然 估计 《此 估计 将 随 xm 的 不 同 而 不 同 ). 
Akaike 提出 在 m= 一 1]，…，M 中 ， 取 使 

logg, (Xz|0) 一 
达到 最 大 值 的 mo， 以 g。〈*10) 作为 f 的 估计 的 最 佳 选择 .前 
一 项 代表 通常 的 对 数 似 然 ， 后 一 项 起 补偿 作用 ， 可 以 证 明 AIC 
准则 实质 上 是 要 求 与 衡量 两 个 分 布 间距 离 有 关 的 一 个 量 相对 毁 
取 最 大 值 ，f 与 g 的 相对 入 为 
*。 了 22。 


f(z) f(z) 
Blf;g) = | Fe}1og FS gc)dz. 


这 是 Boltzman 热力 学 箭 的 一 种 推广 . B(f,g) 越 大 , 一 B(f,g) 
越 小 ,g 与 了 则 越 接近 .特别 当 g = f 有 一 BC(f,g) = 0. 如 果 取 
gm(XT10) 为 ECX XXX ws)， 则 模型 选取 问题 又 化 妇 
为 建 模 中 极其 重要 的 定 阶 问题 ， 而 在 混沌 数据 的 时 滞 再 造 中 幅 
入 维 数 的 估计 问题 就 是 一 个 模型 选取 问题 . NLAR 的 一 整套 分 
析 、 辨 识 、 定 阶 、 诊 断 方法 都 可 以 为 混沌 现象 的 研究 提供 有 力 
工具 ， 限 于 篇 幅 本 书 无 法 详细 讨论 分 析 的 细节 ， 读 者 可 以 求教 
于 有 关 的 专著 . 


6， 动力 系统 的 稳定 性 与 时 间 序 列 的 遍历 性 
定义 一 个 动力 系统 称 为 是 Lagrange 稳定 的 ， 如 果 从 初 
值 xo 出 发 对 所 有 kk 宇 0 产 (zo) 有 界 . 如 果 对 所 有 初始 值 <E Re 
均 有 Lagrange 稳定 ， 则 称 f 是 Lagrange 稳定 . 考虑 满足 如 下 
差分 关系 的 确定 性 模型 
ax,_1, 当 zs 声 0， 
人 当 xs>0, 
及 随机 的 TAR 模型 
， Q X11 Es 当 区- < 魏 0， 
Y= 作 和 Te， 当世 0. 
有 趣 的 是 Chen ,Tsay 1991 年 证 明了 上 述 TAR 模型 有 几何 遍历 
性 的 充 要 条 件 为 ac<<1，p<1，ap<1，a"2p2 一 1 ， a Dp <1， 
其 中 e(d) 为 依赖 4 的 偶数 ,oCd) 为 依赖 4 的 奇数 ， 之 后 又 在 
1992 年 Lim 证 明了 对 确定 性 模型 其 Lagrange 稳定 性 有 完全 一 
样 的 充 要 条 件 ， 两 类 理论 问题 的 内 在 联系 有 待 研究 . 
确定 性 与 随机 模型 都 面临 如 何 建立 更 好 的 符合 实际 的 数学 
。 了 23，。 


模型 的 问题 ， 它 们 之 闻 也 并 没有 截然 分 开 的 鸿沟 在 有 些 系统 
中 输入 的 是 确定 的 信号 ， 而 输出 却 呈 随 机 性 ， 反 过 来 一 个 随机 
性 的 输入 却 能 产生 (= 足够 大 !) 完全 确定 的 输出 (回想 羊 齿 草 
的 例子 )， 所 以 艺 加 哥 大 学 的 Tsay 教授 认为 : 混沌 与 传统 统计 
学 的 重要 区 别 在 于 后 者 发 端 于 线性 模型 和 Gauss 分 布 , 而 前 者 
从 一 开始 就 是 非 线性 的 . 


§ 4.4 非 参 数 回归 


从 一 般 模 型 了 ,= (7 ，7) 的 特例 出 发 ， 当 误差 可 加 时 
就 自然 产生 了 非 参数 回归 的 问题 . 它 将 使 人 们 能 对 淤 结构 
8 (*) 作出 估计 ， 也 能 在 此 基础 上 估计 映射 /的 Lyapunov 指 
数 , 所 以 它 将 对 混沌 的 研究 发 挥 重 要 作用 . 下 面 作 些 粗浅 介绍 . 

设 对 和 了 分 别 为 4 维和 一 维 的 随机 变量 . 

假定 Y 的 期 望 ElY| 过 oo, 则 f(x) = El(Y|X = 二 x) 存在 ， 
f(z) 称 为 Y 对 站 的 回归 沙 数 . 取 Y 二 XX,, 率 = (XX4)， 
则 在 模型 X, 二 A(X,_;,…,X,4) 十 se 中 若 Es, = 0,& 与 Xs 过 
1 独立 就 有 巨 (X,|X,_ 1，…, 义 2) 一 (X11,… ,XX,4), 正 是 我 们 
感 兴趣 的 映射 f (为 方便 计 取消 黑体 X)， 回归 分 析 的 基本 问题 
在 于 从 〈(X, Y) 抽取 ii.d 样 本 (X;, YY:》(i 二 1，…, n) 去 估 
计 回 归 函 数 f. 在 传统 的 回归 分 析 中 , 往往 假定 f(z) 有 某 种 特 


定 的 数学 形式 ， 如 线性 型 十 1B.X;， 并 常常 假定 误差 Y 一 
f(z) 服从 正春 分 布 ， 此 时 经 典 的 最 小 二 乘法 可 以 对 pB: 进行 估 
计 , 并 据 此 获得 对 的 估计 . 在 模型 假定 条 件 满足 的 前 提 下 , 这 


些 估 计 有 许多 优良 的 性 质 ， 但 实际 中 f 的 线性 性 和 误差 的 正 态 
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性 都 未 必 能 满足 ， 于 是 只 好 另 谋 他 途 ， 非 参数 回归 就 是 重要 选 
择 之 一 . 这 一 模式 足够 广泛 , 如 对 估计 条 件 概 率 (比如 Markov 
过 程 中 的 转移 函数 ), 可 定义 Z 二 16.m (Y), 则 E(Z|X = x) 这 
一 回归 函数 正 是 要 估计 的 概率 P{a 这 了 过 45b|X = 0). 在 非 参 数 
回归 中 了 与 X 都 是 随机 的 这 也 是 它 与 通常 回归 模型 的 区 别 之 
点 ， 

基于 样本 (X;,Y,) (i 一 1,…,n) 怎样 来 估计 f(x) 呢 ? 权 函 
数 是 一 个 十 分 有 用 的 方法 . 它 的 大 意 是 把 样本 (X;, Y,) 中 使 X， 
恰好 等 于 指定 z 的 那些 样本 X; , …, X; 挑 出 来 , 以 其 自然 对 应 


的 Y,，…，Y, 的 算术 平均 值 到 > Xi 作为 /在 z 点 的 值 的 估 
计 . 但 一 般 恰 好 为 x 的 X; 未 必 有 那么 多 ,于 是 找 一 个 充分 小 有 h. 
一 0， 考虑 成 ,， 四 X, 中 落 在 区 间 [z—h,, 工 十 hh, ] 内 的 ， 比 
方 说 仍 为 Xi , "s,s 和 9 则 仍 以 上 述 算术 平均 去 估计 f(x). 因此 


这 个 估计 一 般 可 写 为 WY,, 其 中 


-人 当 i 为 局,j 一 1,… 尼 之 一 ， 
0， 其 他 二 
注意 到 权 Wi 与 x 及 XX,，…，X, 有 关 . 因此 也 可 称 为 X,; 的 权 . 
更 确切 地 说 ， 是 在 整个 样本 中 相对 于 z 点 的 权 ， 它 反映 了 在 佑 
计 /zxz) 时 样本 (X;,Y,) 的 作用 有 多 大 . 

上 述 权 只 是 一 个 特例 ， 

一 般 可 以 


定义 设 Wi 二 W(x) 一 多 (ziX ,NX,) i=] 2, 
n, 是 选 定 的 个 依赖 于 xz 和 义 ,， 六 的 函数 ， 则 
。 .了 725。 


广 (z) = Dw,Y, 
为 f(z) 的 权 函 数 估计 ，(W} 称 为 权 函 数 . 作为 权 , 自然 要 求 
太 。 之 0， Pw, =1. 


权 函 数 方法 估计 了 的 大 样本 理论 (或 者 说 极限 理论 ) 由 Stone 在 
1977 年 作 了 葛 基 工作 ， 之 后 研究 十 分 活跃 .从 实用 观点 看 ， 重 
要 的 是 如 何 选择 适当 的 权 函 数 ， 常用 的 权 函 数 选取 法 为 

a) 核 函 数 方法 ， 

取 尺 上 的 函数 玉 ， 一 般 取 为 概率 密度 及 窗 宽 六 ,>0， 然 后 


令 


w, ~ KS |/ 2 

这 种 权 最 早 为 Watson 等 所 考虑 这 与 一 般 概 率 密度 估计 中 的 
权 函 数 选 取 十 分 类 似 . 

b) 近邻 方法 . 

该 法 先 引 入 R” 中 的 距离 (距离 的 引入 也 颇 有 讲究 ， 无 
法 细 述 ). 设 有 了 样本 (X;, Y,), i 一 1，…, n， 指定 R* 中 的 一 
点 z+， 将 六:，…，X, 按 在 上 "| 定义 下 与 x 接近 的 程度 排序 : 

Xa 一 站 < — zl < Xr xll, 


再 引入 一 组 Cui 一 1, … ,nn 满足 Cn>Cw 之 … 之 Cm， Cs 一 1， 
对 离 世纪 最 近 的 Xr 赋 以 权 C1, 依次 类 推 ， 最 后 有 

Whar, (TX;X ,XX,) 一 Cu， 1 一 ] …… 71 
当 有 点 与 xz 距离 相等 时 对 权 在 他 们 之 间 平 均 分 配 .理论 已 证 明 
近 领 权 是 一 个 有 优良 性 质 的 权 ， 在 此 基础 上 ， 继 Devroye 


(1981) 等 人 之 后 , 陈 希 颖 , 赵 林 城 等 在 相当 广泛 的 条 件 下 对 核 
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函数 权 和 近邻 权 都 证 明了 当 xcoe 时 ， 几 平 处 处 有 

limf,(X) = f(X). 
详细 结果 可 参看 前 面 提 及 的 陈 希 颖 的 著作 .由 此 可 见 统计 学 家 
可 借助 非 参 数 回归 为 寻找 欠 代 机 制作 贡献 . 


在 混沌 学 的 研究 中 还 有 几 点 使 之 必须 面 对 统计 问题 ， 首先 
初始 值 往往 是 未 知 的 ， 也 有 人 认为 其 随机 行为 的 来 源 正 是 初始 
值 的 不 易 确定 ， 所 以 需 对 初始 值 的 分 布 作 研究 ， 而 在 实际 物理 
过 程 的 研究 中 ， 观 察 、 计 算 工 具 都 不 可 避免 地 有 误差 . 因而 真 
实 世界 的 模型 与 其 说 是 X, = /(X,_1) ,不 如 说 是 X, 一 7CX 
2&) . 另 一 方面 人 们 对 过 程 的 观察 在 时 间 与 空间 两 方面 都 受到 限 
制 ， 类 似 时 滞 再 造 的 方法 至 关 重 要 ， 这 些 问 题 都 是 统计 学 家 所 
必须 面 对 的 . 

学 科 间 的 影响 是 相互 的 ， 混沌 科学 的 莲 白 发 展 也 对 其 他 学 
科 包 括 数学 的 各 分 支 ， 当 然 也 包括 统计 带 来 各 种 影响 : 重要 的 
有 关于 非 线 性 问题 ， 非 线性 统计 方法 的 发 展 ;长 周期 ， 长 记忆 
模型 的 研究 ; 分 数 差 分 的 ARIMA 模型 及 分 数 布朗 运动 都 是 分 
形 思想 在 统计 学 中 的 印迹 ， 学 科 的 渗透 将 促进 学 科 的 发 展 ， 借 
助 于 物理 学 、 生 物 学 、 地 球 科学 、 气 象 地 震 科学 、 计 算 机 科学 、 
高 分 子 化 学 、 材 料 科学 、 当 然 还 有 数学 乃至 统计 数学 ， 人 类 将 
认识 混沌 ， 走 出 混沌 ， 
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附 记 


对 想 以 统计 方法 作为 工具 来 认识 混沌 的 读者 ， 以 及 对 此 有 
兴趣 的 统计 研究 者 以 下 文献 可 使 你 了 解 最 近 的 研究 进展 . 
1，1989 年 Edinburgh 国际 非 线 性 时 间 序 列 会 议 的 一 组 论文 刊 
有 登 在 泛 华 统计 杂志 Statistica Sinica Vol， 1 和 2 (1991， 
1992). 

2. 1990 年 英国 皇家 统计 学 会 会 议 讨论 Bartlett 的 报告 “机 会 或 
混沌 ?” 的 一 组 文章 刊登 在 J. R. Statist. .Soc. A (1990). 

3，1991 年 “英国 皇家 统计 学 会 混沌 日 ”会 上 的 一 组 论文 , 刊登 
在 J. R. Statist. Soc. B Vol. 54 (1992). 

4. 1992 年 美国 “统计 料 学 ”杂志 “两 篇 关于 统计 与 混沌 理论 论 
文 ” 的 笔谈 讨论 ， 刊 于 Statistical Science Vol. 7. (1992)， 

各 组 论文 的 后 面 像 随机 瀑布 一 样 有 丰富 的 精细 结构 和 读 不 
尽 的 前 人 成 果 . 

写 完 这 本 小 册子 ， 回 想 其 主要 内 容 只 是 以 遍历 性 定理 为 主 
线 讲述 了 统计 学 者 对 随机 性 的 看 法 ， 关 于 混沌 科学 则 仅 涉 及 一 
点 皮毛 ， 算 是 一 种 读书 札记 ， 离 “走向 数学 ”丛书 的 宗旨 尚 有 
很 大 距离 ， 但 有 一 点 我 是 确信 的 : 走向 数学 才能 走出 混沌. 

作者 感谢 冯 克 勤 教授 的 支持 ， 同 时 作者 还 借 此 机 会 感谢 参 
考 文献 的 作者 们 . 
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